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34

Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen.

Von L. Fucas.

Div {foleende Notiz enthdilt cinen Auszug ans ciner demmiichst zu ver-
oflentlichenden Arbeit. Man hatte in den bisherigen aut’ die linearen
Differentialgleichungen beziiglichen Untersueliungen sich  davaut’ he-
schriinkt. die analvtiselie Form der Losungen derselben in der Umgebung
je ciner singuliiven Stelle der Differentialgleichung festzustellen. Fi
viele tietergehende Probleme, welehe aut” die Natur der der Difieren-
tialgleichumg zugehdrigen Substitutionsgruppe Bezug haben. ist es vou
Wichtigkeit. auch cine analytische Form {ir cin Fundamentalsystem
von Losungen aufzustellen. welehes aus der Fundamentalgleichung fiir
cinen helichigen Umland entspringt. Mit dieser Aufstellung heschiit-
tigt sich der crste Theil dieser Notiz.

Mit Hiilte der crhaltenen Resultate wivd alsdann ein auf’ die Be-
schaffenhieit der Grappe von Substitutionen heziigliclher Satz hergeleitet.
fiir den Fall, dass ein Fundamentalsystem von Losungen der Differen-
tialeleichung cinem Systenie von homogenen Relationen mit constanten
Coefticienten Geniige leistet.

Um aus diesem Satze weitere Folgerungen zu zichen, wird vor-
Liufie der Fall in's Auge gef
besonderen Eigenschaft stattfindet, dass dieselbe dureh die Substitu-
tionen der Gruppe ungeindert bleibt. In einer spiteren Mittheilung

asst. dass eine solehe Relation mit der

sollen diese Folgerungen ciner nitheren Evdrterung unterworten werden.

1.

In den Grundlagen der Theorie der linearen Differentialgleichungen
wird Folgendes' bewiesen:

Es sei
drl?/ (]I'L—l)/
}/_,‘n +p

Prlgon=s

(A) +...4+p,y=o0.

! Crence’s Journal Bd. 66, S.131ff.,, Bd. 68, S. 36141
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WO Py, Doy - - - Po innerhalb eines Gebietes ' der complexen Variablen =
eindeutige und iiberall bestimmte Funetionen von = sind.  Ist U ein
Umlauf von = innerhalb 7' und

dyy— W Aoy - Ay
(B) ey, Cn = cac @, =@
&in an BRI T —

die zu diesem Umlaufe gehérige Fundamentalgleichung, so giebt es
c¢in Fundamentalsystem von Lisuneen von folecender Besehatfenheit:
Sindw,, w,,...,w, bez. 2., A,, ..., 2,-fache Wurzeln der Gleichung (B),
derart also, dass:

o+ =
so zerfallen dic zu w, gehdrigen 2, Elemente des Fundamentalsystems
derart in Gruppen von bez. Meys M s - - - i1, Elementen, wo also:

Mo, e = A

dass die ciner solehens Gruppe zugehirvicen Elemente Umlbnatsreltionen
der Gestalt

Y= ul,
(C) \’_?=w-’/2+.'/l
) Yo=Y+,

gentigen.

Diese Resultate sind selbstverstiindlich wiclit hloss fiir cinen Um-
lauf' um cine der Unendlichikeitsstellen der Cocfficienten p,, p......p,
— fiir welehe sie in der Theorie zuniichst Anwendung gefunden
haben — sondern fiir jeden beliebigen Umlauf U giiltig.

In dem Falle, dass der Umlauf U um cinc der Unstetigkeits-
stellen 2 = a der Coeflicienten p,, p.. .... p, vollzogen wird, ist nach-

gewiesen worden. dass die analytischie Torm der zu ciner Grappe ()
zugehodrigen Integralelemente die folgende ist:
Sei

und setzen wir

(1 fly = [\bu_,q-(’J'I_I)x,'/“_,t+(ujl)\b_,f+...+-y’fvt“—’ (z—a),

wo L, .. _,,....d, in der Umgebung von ¢ cindeutige Functionen
von 2 sind, und wo

! Vergl. Haupureer, CrrLie’s Journal Bd. 76, S.121.
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(2) = p log (z—a).
Alsdann ist
Yo =J0
1
st = p—1I ot
A LU
(D) \Jomr = (u___ '1<)_u,'.—2) ar
__ 1 97fl,
e T =0t
2.

Wir gehen nach diesen Vorbercitungen dazu iiber, eine analytische
Form der zu ciner Gruppe (C) gehorigen Losungen der Gleichung ()
auch in dem Falle aufzustellen, dass U nieht melhr cinen Umlauf
um einen cinzigen singuliren Punkt «, sondern vielmehr
cinen beliebigen Umlauf hedeute.

Sind die simmtlichen Gruppen (C) eingliedrig, so ist entweder

alsdann bleihen

=0 .= Pos Y=y
beim Umlauf U ungeiindert, oder wenn z. B.
o

w, =

von EKins verschieden. so setzen wir

1

Y=<
alsdann ist
(1a) Ve =C"P s Yo = s oo s Yy = s
WO ¢,y ¢, ..., ¢, beim Umlautfe U ungeiindert bleiben.

Wenn nicht simmtliche zu einem beliebigen Umlaut' 7 gehorigen
Gruppen (C) cingliedrig sind, so sei %, der Repriisentant einer mehr-
glicdrigen Gruppe, . h. dasjenige Element derselben. welehes sich hei
dem Umlaufe {7 mit der Wwrzel o der Fundamentalgleichune multi-
plicirt: ferner sei . das zweite Element derselben Gruppe, so dass

(2) C = e,

! Vergl. CreLee’s Journal Bd. 66, S. 1361t., Bd. 68, S. 3551f. und Jirer~s, CrELLE'S
Journal Bd. 8o, S.151ff.; vergl. auch Herrrrr, lineare Differentialgleichungen S.107.
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‘Wir setzen nunmehr

$yy
I

50 wird £ bei dem Umlaufe U ungeiindert bleiben, wiithrend ¢ sich
um Eins vermehrt.

Sind nunmebr y,.7.,...,y, dic zu eciner der Gruppen (C) ge-
Lorigen  Elemente des  Fundamentalsystems und o, die zugehirige
Wurzel der Fundamentalgleichung und werde wieder

27y

(2) w,=e
wesetzt, alsdann ist in Folge der ersten Gleichung der beziiglichen
Gruppe (C)

(3) h ="

wo ¢, beim Umlaufe U ungeiindert bleibt. Aus der zweiten Glei-
chung (0)
Y= w, Yt Y,

E Y T . I . .
folgt, dass ELl nach dem Umlauf sich win — - vermehrt. Die gleiche
Y w,
. ¢ - T L0
Eigenschaft kommt auch — zu; es ist also = —— gegen den Um-
' Y 1

lauf’ U7 unemptindlich.  Hieraus foleern wir analog wie bei dem ent-
sprechenden hesonderen Fall fiir den Umlant um cinen einzigen singu-
liren Punkt’

(4) Yo = E™ poo+ it

WO ¢, ¢y bei dem Umland {7 ungedindert bleibt. Und <o fortfadirend
erhiillt man

(5) Yo =t t+.. o, .,

WO Py Purse-vs Pruer bei dem Umlauf U ungeiindert bleiben.

Man kann alsdann analog wie fiir den Umlauf um einen cinzigen
singuliiren Punkt folgern. dass die Funetionen ¢, sich als lineare homo-
wene Functionen von g linear unabhiingigen mit constanten Coefticien-
ten darstellen lassen und dass namentlich die Coefticienten der hivehsten
Potenzen von £ sich von ¢, nur um cinen constanten Factor unter-
scheiden.

t Cretie's Journal Bd. 66, 8. 135.
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Wir machen jetzt Gebrauch von folgendem Satze:
Ist
(1) y = flz,u)

cine Losung der Gleichung (A). wo w eine willkiirliche Grasse hedeutet.
von weleher die Coefficienten dieser Gleichung unabhiingig sind. so sind
aneh die simmtlichen partiellen Ableitungen von y nach der Gross
Losungen derselben Differentialgleichung.’

Wir haben® nachgewiesen, dass eine ganze rationale Function von
log(z—«) derven Coefticienten abgesehen von einem allen gemeinsamen
Factor (:—a)" in der Umgebung von 2=« cindeutige Functionen sind,
nur dann identiseh verschwindet. wenn die einzelnen Coetficienten ver-

schwinden.
I. Ein analoger Satz gilt auch fiir einen Ausdruck

(2) F=A+ A0+ 4+ A0,

worin £, ¢ dieselbe Bedeutung wie in voriger Nummer haben
und A,.A,...., A, Functionen von z sind. welehe bei dem
Umlaufe U ungeiindert bleiben. Das identisehe Versehwinden
von Ferfordert, dass A,, A,...., A, identiseh Null sind. Der
Beweis ist ganz so wie bei dem Specialumlauf um 2 = @ zu fithren.
Dieser Satz gestattet auch eine Erweiterung®, welche der fiir cinen
speciellen Umlaut” e eine einzige singuliire Stelle gemachten analog
ist, dass das Versehwinden einer Sumine von Ausdriicken der Form (2).
worin die Ixponenten 7 sich nieht wm ganze Zahlen unterscheiden,
das Verschwinden aller einzelnen Summanden zur IFolge hat.
II. Ist daher :
(3) . y=Fi

cine ganze rationale Function von 2 und ¢, deven Coefficien-
ten bis aut cinen allen gemeinsamen Factor £ bei dem Um-
lauf U7 ungeiindert bleiben eine Lésung der Gleichung (A).
50 ist auch
fiir einen willkiirlichen Werth von 2 eine Losung der Glei-
chung (A).

Der Beweis ist wieder analog wie fiir den Specialumlauf um
2=« zu fiihren'.

! Vergl. Kénier, Inauguraldissertation, Heidelberg 1879.
? Creree’s Journal Bd. 68, S. 356.
“ Vergl. Tuome, Crerte’s Journal Bd. 74, S. 194 und Herrrer, a.a, O. S, 238,

* Vergl. Herrrer, a.a. O. S.107.
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Hieraus ergiebt sich aber analog wie fiir den Specialumlauf um

==
10004 ST
(3) y=F,

: . . . dyo "
eine Losung der Gleichung (A) so ist auch ”‘,{ cine Lisung
C

derselben Gleichung.

Wir kénnen daher wie fiiv den Specialumlauf’ um 2 = a in Nr.1
dic in den Gleichungen (3) bis (5) Nr.2 enthaltene Integralgruppe
durch das System

e =0,
1 af(ﬂ
Yo = w—T di
! | 1 Ofle)
() = = NS R
\ (e—1)(u—2) d¢
K ()
{, = - L
s pilt W=

crsetzen. wo

) S0 = et (Tt (T P

und L, , L, _,, ..., bei dem Umlaufe U ungeiindert bleiben.
Die Functionen #,,,.....y, geniigen daher den Gleichungen:
\ 1 CYo—ttex
(F) Y _g=— - .
\ Yute p—) 7]

Wir wollen im Folgenden diese Gestalt der Losungen als dic
kanonische bezeichnen.

4.

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem w, , w,, ..., w,
von Losungen der Gleichung (A) einer gewissen Anzahl homogener
Relationen des Grades v und mit constanten Coefticienten Geniige leiste,
Dic Aunzahl der linear unabbiingicen derarvticen Relationen st cine
endliche: wir bezeichnen dieselbe mit p. Die Relationen scien

¢, (w,,w,,...,w,) =o0.
@ \472(10,,10,,,...,wn)—_—_o.

Lo, (w,,w0,, ..., w,) =o0.
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Es mogen w, , w,, ..., w, das kanonische Fundamentalsystem sein,
welches zu einem willkiirlichen Umlaute {7 gehort und welches gruppen-
weise in voriger Nummer durelr die Gleichungen (E) definirt worden
ist.  Wir lassen cine Abinderung in der Reihenfolge der in eciner
Gruppe enthaltenen Integralelemente in (I3 derart eintreten. dass wir

\y,‘ =,
V= (0
(1) e
ln =
setzen. Die Gleichung (IF) nimmt daher die Gestalt an:
(F) _ 1 Ow,
Wpgs = = — - =~ -
' T u—k ot
Wir wollen die Elemente w,, w,, ..., w, in folgender Reihentolge
schreiben:
(2) w,w,,... Wy ? Wyt s W25 oy Wy gop, t

e Wy Wi 2 Wy
derart, dass wir die zu der p,, u,,...u,-gliedrigen Gruppe bez. ge-
horigen Elemente zusammenstellen.

Substituiren wir in (G) fir w«,. w,. ..., w, ihre analytischen Aus-
dritcke aus (E), so missen nach Satz I Nr. 3 (Verallgemeinerung) in den
Resultaten die Coefficienten der cinzelnen Potenzen von £ versehwinden.

Hieraus folgt

d
(3) ,.g)_;:o, (x=1,2,3,...3¢)
d. h. nach Gleichung (F)
0 ,‘( ) 84:“( ) + + 84;,( -
A, —1)w A (u—2) R el S L
ow, " : dw, " ’ Oewy,—1 &
do de a¢
A (e, — D)Wy g2 ,— 2)w SRR B E . G (7,
o, ), iy, 4o (. /T3 Butu,-.- e Frgs
+u. 8. W.=0 (x=1,2, ..
Nach der tber ¢,, ¢,..... ¢, oben gemachten Voraussetzung muss
demnach identisch {iir belichige w,. 1w,,.... 2w,
8 J ad) a h
P S x b
~— (2, — 1), + 5 (4, — 2) w0, G Ty,
dw, : due, MGy, — 1
dep, ap, do,
) ¢ (IJ-:—I)’('.;(+2+m ¢ (u;—3)7"u1+3+-~-+r ¢ el ily 4,
anwy 4 Wy 4 2 Ay e, — 3
4. s WL
=ﬂ[ﬂ¢,+ﬂl;z(f)z+. ..-I-ﬂlxed); (x=1,2,...,¢)

sein, wo die Grossen M, von w1, ..., w, unabliingig sind.
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Um die allgemeine Losung dieses Systems partieller Differential-
gleichungen zu finden haben. wir nach Jycosr’) zundichst das Svatem
der gewdhnlichen Differentialgleichungen

dw, pd dw, ™ dity,— ¢
(=T Tu,::ﬁ ik 5 Lo,
) = - Heprr —= *@Qﬂﬂ S —— LS
(o — 1) Wy, t2 (2, — 2) Wy, + 3 Telly 4
o d‘/’x _ dg, i - aq)
= — _]\;

zu integriren, wo
No=M p,+ . p,4+...+ .0
aesetzt ist.
Ein System von Gleichungen der Form
die, . dw, - __dw,_,
(5) (}Ail-)llﬁ;_@;‘.’)lt'a_.“_vIH'
oder das identische System
die,
Az
dic,
a3

= (u—1)0..

= (u—2)uw,.

e )
s
dw,
S
besitzt die allgemeine Losung

(o —1 =K
u-,=w»5“_‘+(“1 )“1u~ﬁ““’+(ya )“’w—ﬁ""’+-~-+t”::‘nAa

1 dw,
w, = — =
p—1 d<
i dwe

I d""w,

K (p—T)l A5

w

wo A,_., A,_....., A, willkiirliche Constanten Dbedeuten.

1) Crerie’s Journal Bd. 2, S. 322; Gesammelte Werke Bd. 4, S. 8.
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Aus diesen Gleichungen folgt
(8) $*~* = B;,+ Bj,w,+ Bi,w,+... 4+ B w0, .
wo dic By, sich vational aus den Coefticienten 4, zusammensetzen. Dem-
nach ist
1) B+ Buw+...+Bw,=(B,_,,+B,_.,w,...+B,_ w)y "
(k=1,2,.., u—2)
Diese Gleichungen stellen die p—2 Integralgleichun-
gen des Systems (5) oder (6) dar.
Von den Constanten A,..... A, Esst sich cine willkiirlich und
so wiihlen, dass die Gleichungen (J,) die Form anncehmen:

Y. =7,
) —
. v, =,
(J,) i i
Yo = P

wo ¢, cine ganze rationale homogene Function der Grossen
W, W, ... M0,
mit numerischen Coefficienten, y,. vy, . .. .. v._, willkiirliche Constanten
bhedeuten.
So ergiebt sich z. B. fiir p = 4:
Y, = waw,—w?

L, = w0 — 3w,w0,w, + 203 .

Dic Functionen L, AL, lassen sich in Determinanten-

formen 11111;"(‘.\1:11'(011.'

—

2w, . w, O
7 s (@,
O : =| w,_, w,_, W
i
W,_, W,_, W,_,
w, 20, , w, O
W, _, W, _, W, s
/ ' W,y W, W, W,
Vo= lw,_, w,_, w_, |, =
b, oL, w, Mo
W,_, 10,y W, ,
. g, 0 T
) / u. s. W
A (A1)0,_,, 20, 4, .. M0, o
4 — W, sy Wy o WL
W, ¢ 0,2 . W, _,— W, _;
WP, gy U, v,
) s e con @By
VZ?.—FI T
ZUu-—Z).—Z “'7,4—2).—1 i Il’u——Z—X

! Diese Umformung hat mein Sohn Ricwarp ausgefiilirt.
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Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (H")

Iy :
(9) a—— (ﬂlk,¢x+ﬂ[,,,¢,+...+J[qu>3). (k=1,2.....¢)

dwy, —y Wy,

Sind o,,0,,.... o, die Wurzeln der Gleichung
M, —c MM, S8 !V
A M, M, —o ... M,
(10) . G = O
M, oo M, —c

so werden, wenn diese Gleichung nur ungleiche Wurzeln besitzt, die
hicraus sich crgebenden Integralgleichungen

M

a1

U R
Boe e J,.

) e

Cul o N
(AT =9,.

oy —r
e - =— rS py

WO 8,,0,, ..., 8, willkiirliche Constanten hedeuten.

Bezeichnen wir die den verschiedenen Werthen w,. p,. ... aus
den Gleichungen (II) entsprechenden Integralgleichungen ¢h it oberen
Indices, so ist die Gesammtheit der Integralgleichungen von (119

W = o, D = o), ) = gl

L) ()

Ba—2 T ”/u;—:

| gied =yl g9 = 09

()

gt Mgy —1 =y
G — — i =
" N ",

L e =6, e t=0,..... i) =
I. Die allgemeine Lésung des Systems der partiellen
Differentialgleichungen (I) ist demnach:

Wug—t

B) e ™ (00,000, 0D L e )

Y —2 T yp—2

wo f; willkiirliche Funetionen der Argumente hezeichnen.
Diese Argumente sind algebraische Funetionen der in das Difteren-
tinlgleichungssystem (H) eintretenden Grossen w,.w,.....
Sollen demmnach die ¢, algebraische Functionen von w,, i, . ... sein,
so miissen die f, selber algebraische Functionen ihrer Argumente und

i —1 o g—1

die ¢ "™ von "™ unabhiingig werden. Ls muss demnach

CRE=—RGR=—I_ .. =i0. — O
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sein.  Dalier muss

() o Ao (U090, N, 900 ), 0 g )
(5= itgBgo00 @)
sein. wo fi die allgemeinste derartige algebraische Zusammensetzung
seiner Argumente hedeutet, fir welehe ¢, cine ganze homogene Funetion
von w,,0,,... wird.

Ein idhnlicher Schluss ergiebt sich fiir den Fall, dass die Glei-
chung (1o) gleiche Wurzeln hat.

Hieraus ziehen wir den Sehluss:

Wenn die ¢ nicht dureh die Gleichungen (K,) bedingte Gestalten
haben. so kann in keiner der zu den Grappen (C) gehorigen Integrale
cine Potenz von [ auftreten. Dieses Resultat besagt:

II. Wenn zwischen den Elementen eines Fundamental-
systems w,,w,,...,w, von Losungen der Gleichung (A) ein
System (G) homogener Relationen mit constanten Coeffi-
cienten stattfindet, und es haben die Functionen ¢, nicht
cine der durech die Gleichungen (K,) dargestellten Formen,
so werden die Elemente des jedem beliebigen Umlaufe U
zugehorigen canonischen Fundamentalsystems in sich selbst
multiplicirt mit je einer Constanten (ciner Wurzel der Fun-
damentalgleichung) {ibergehen.

o
Wir setzen jetzt voraus, dass cin Fundamentalsystem von Lo-
sungen der Gleichung (A) ciner homogenen Relation

(L) (’)(.I/H]/zy'--;]/n) =0
mit constanten Coefficienten von der Beschaftenheit geniigt, dass
4)(31'515'--7911)

fir willkiirliche Werthe dieser Argumente  dureh  die Substitutionen
der Gruppe der Differentialgleichung in sich selbst multiplicive mit
einer Constanten tibergeht.

In meiner Arbeit (Acta Math. Bd.1, S. 323-326) habe ich fiir den
Fall n = 3 gezeigt, dass dic Anzahl der Werthe von 2z, fiir welche
Y-
Yo U
ist. wenn nicht die sdmmtlichen Invarianten der Differentialgleichung
verschwinden (was darauf hinauskommt. dass der Grad von ¢ der
zweite ist).

aleichzeitie denscelben Werth annehmen konnen. eine endliche




Fucns: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 45 -

Nach denselben Principien lisst sich allgemein' fiir cine Diffe-
rentialgleichung 2'" Ordnung der Satz beweisen. dass die Anzahl der

Werthe der unabhiingigen Variablen :. fiie welehe <immtlichie Quo-

» Y. ¥ - k. .

tienten 2, 1/—3, .. . denselben Werth annelimen kénnen. cine end-
I T T

liche ist, wenn nicht die simmtlichen Invarianten der Difterentinl-
gleichung versehwinden oder die Covarvianten der Form ¢ gewisse Be-
sonderheiten darbieten.
Sei
(3I) u=Ay+Ay+.. .44, _ .
wo A, A, ..., A,_ willldirlich angenommene rationale Funetionen von
2 sind, und es werde

(1) we= A+ L'+ .. A,

Umlaufe der Variablen 2 in sich selbst mit eciner Constanten multipli-
cirt tiberzugehen, da w,,u,, ..., u, dieselbe Substitutionsgruppe wie
Yes You «onoy Yo besitzen.  FKir willkiivliche Functionen 2, kann aber
¢(u,, u,, ..., u,) nicht identisch verschwinden, da fiir cinen willkiir-
lichen Werth von = die Werthe w,.u,, .... w, willkiirlich bestimmt

werden konnen, ¢(S,,%.,...,3,) aber nicht fiir heliebige Werthe der

gesetzt, so wird ¢(u,, u,, ....w,) dic Eigenschaft haben, nach jedem

Argumente versehwindet.

Sei daher

(N) Py s oo ) = %(3)

s0 ist %(2) eine nicht identisch: verschwindende Funetion von 2. deren
logarithmische Ableitung rational ist, wenn wir voraussetzen, dass dice
Ditterentizdeleichung (A) 2z der Classe cehirt, deven Lissungen itherall
bestimmt sind.

Setzen wir

(2) “'=‘/,.u”=‘/....‘n='/,H,A
", i, ",
so folgt aus (N)
(3) W (s My v vy s = %(2).
Fiir zwei Werthe = und z,. fiir welche #,.%,.....7,_, denselben

Werth erhalten, folgt dann
u(e)" _ w(=)
%@ %)

Hieraus folgt nach den oben angefithrten Schliissen:

4)

! Vergl. Lupwi6 ScrresiNGER, Inauguraldissertation 8. 23 ff,, Handbueh 1L 1, 8. 232.
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Diec Anzalhl der Werthe von =, fiir welehe #,,7,,....7,_,
denselben Werth annelmen konnen, ist eine endliche, wenn
nicht fiir jede Wahl der rationalen Funetionen 4., 4,, ..., A
die siimmtlichen Invarianten der Differentialgleichung

" dle . d" " N -
( ) (]:u+1X A1 ...+(],{M— 2

n—3

welcher die # Geniige leisten, verschwinden.

Da von den Covarianten der Form ¢ (., w,, ..., %,) hier nicht Ge-
brauch gemacht worden ist, so kommen die dureh das besondere Ver-
halten der Covarianten entstehenden Ausnahmen in Wegfall.

6

Sind z. 2. 2,, ..., 2_, dicjenigen Werthe von ¢, fir welche jeder

der Quotienten #,,4,, ..., %,_, densclben Werth annimmt, so ist’
(1) t=(e—2)(e—2z)(e—2)...(a—2,_,) = ¢plz, &)

cine rationale Funetion von 2 und es entsprechen cinem bestimmten
willkiirlichen Werthe von ¢ genau die Werthe z. 2, .. ..
jeder der Quotienten denselben Werth annimmt.

Substituiren wir in Gleichung (A)

. fir welehe

(2) U=2av, = ¢(s.a).

WO
/q,a \—;m-;)
r=re .
({1:

so gelit die Differentialgleichung (A) {iber in
(ill 1!1-—72.

(B) RO+ e =o,

deren Coefficienten rationale Functionen von ¢ sind.

I. Diese Differentialgleichung hat die Eigenschaft, dass
ihre Integralquotienten mit den Functionen #,,%,..... %,
iibereinstimmen, und dass, wenn £ einen willkiirlichen Werth
der unabhiingigen Variablen bedeutet, es nicht noch einen
davon verschiedenen Werth 4, giebt, fiir welchen jeder der
Quotienten #,,%,,....%,_, denselben Werth annehmen kann.

Nach ecinem von Hrn. Lupwic ScnresineEr bewiesenen Satze® ist
fiir ecine solehe Differentialgleichung die Substitutionsgruppe der Quo-

! Acta Math. Bd.1, S. 33511, Lupwic Scuresineer, Handbueh II 1, S. 2441f
* Handbuch II1, S. 291.




Fucms: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 4%

tienten #,,%,, ..., 7,_.» welche der Gesammtheit der Umliufe der un-
abhiingigen Variablen ¢ entspricht. cine discontinuirliche.

Da einem willkiitlichen Umlauf der unabhiingigen Variablen =
cin bestimmter Umlauf der Variablen 7 entspricht, so lisst sich hier-
nach diese Eigenschaft aut die Gleichung (A) tibertragen.

Wir crhalten also das Resultat:

II. Die Differentialgleichung (A), fiir welche cine Form
(U, %, ..., u,) mit der durch die Gleichung (N) bestimmten
Beschaffenheit existirt, hat die Eigenschaft, dass die den
simmtlichen Umliufen der unabhiingigen Variablen = ent-
sprechende Substitutionsgruppe der Quotienteny,,u,. ..., %, _,
cine discontinuirliche ist, wenn nicht fiir jede Wahl A, A, .

., A, die simmtlichen Invarianten der Gleichung (A) ver-
schwinden.
7

Sei jetzt 7,,%.....,¥%, cin cinem gewissen Umlaufe U, der un-
abhiingigen Variablen & zugehdrices Fundamentalsystem die Gleichung
(A) in der kanonischen Form und so beschaffen, dass
Vo= .Y,

Y. =vy..
(1)
.1/" — u'fl .’/ll B
WO w,,w,,...,w, die Wurzeln der dem Umlaufe {7, zugehorigen IFun-

damentalgleichung bhedeuten.
Sei wieder, wic in Gleichung (M)

(2) u=Ay+ Ay +...+A_ y"7",
wo die rationalen Functionen A,, A,, ..., A,_, so gewiihlt scien, dass
fiir einen willkiirlich angenommenen Werth = 2,

(3) = Ay, + A+ A0

verschwindet. wobei wir voraussetzen. dass der Modul von w,
von keinem der Moduln der iibrigen Grissen w,..... w, iiber-
troffen wird.

Durch cine £-malige Wiederholung des Umlaufes (7 gelien

. i, i, u,
(4) L i —
U, u, u,

iiber in

f o \E v Y
(5) ()= (Z-) Ay () = (:3) Taseoor (M) = (Z ) o
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Wenn die Moduln von w,,w,,...,«, nicht simmtlich gleich sind, so
witrde dic A-malige Wiederholung des zu (7 inversen Umlaufes U7
mit wachsenden Werthen von A& unzihlig viele dem Unendlichen zu-
strebende Werthe ergeben: da aber #, = 00,9, = 00,...,#,_, = OO
fir 2 = 2z, dem Werthbereiche (4,,%,, ..., %,,) angehdren, so wiirde
hiernach dic Gruppe der Substitutionen der #,, 7., ... 7. nicht dis-
continuirlich sein.
Dasselbe wiirde sich auch ergeben, wenn zwar

Mod (f.”.z) =1, Mod (.“ia) =1,..., Mod (i) —
v, w, w,

wiire. aber die Arcumente der Quotienten : nicht rationale Zahlen
wiiren.

Wenn aber eine Gleichung der Form (N) existirt, ‘so ist nach
Satz I voriger Nummer cine solehe Annahme nieht zuliissie. Wir er-
halten also das Resultat:

ISt ¥ ¥ss---» 4o ein cinem gewissen Umlaufe U, der un-
abhingigen Variablen z zugehdriges Fundamentalsystem von
Losungen der Gleichung (A) in der kanonischen Form und
so beschaffen, dass die Gleichungen (1) stattfinden, und sind
die Voraussetzungen des Satzes II voriger Nummer erfiillt.

. . . w w w e .
s0 sind die Quotienten —.,-*....,— Einheitswurzeln.
w

1 Wy W,

Wenn wir voraussetzen, dass in Gleichung (A)
(6) P =),
<0 geniigen dic Grossen w,,w,.....w, iberdies der Gleichung

Weew,. .. w, =1.

Alsdann sind die séimmtlichen Grossen

selber Einheitswurzeln.

(Fortsetzung folgr‘.)

Ausgegeben am 17. Januar.

Beshin, gediuckt in der Refchsdruckerei.
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