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34 

Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Von L. Fvcas. 

D:. folgende Notiz enthält einen Auszug aus einer demnächst zu ver- 

öffentlichenden Arbeit. Man hatte in den bisherigen auf die linearen 

Differentialgleichungen bezüglichen Untersuchungen sich darauf be- 

schränkt. die analytische Form der Lösungen derselben in der Umgebung 

je einer singulären Stelle der Differentialgleichung festzustellen. Für 

viele tiefergehende Probleme, welche auf die Natur der der Differen- 

tialgleichung zugehörigen Substitutionsgruppe Bezug haben, ist es von 

Wichtigkeit, auch eine analytische Form für ein Fundamentalsystem 

von Lösungen aufzustellen. welches aus der Fundamentaleleichung für 

einen beliebigen Umlauf entspringt. Mit dieser Aufstellung beschäf- 

tigt sich der erste Theil dieser Notiz. 

Mit Hülfe der erhaltenen Resultate wird alsdann ein auf die Be- 

schaffenheit der Gruppe von Substitutionen bezüglicher Satz hergeleitet. 

für den Fall, dass ein Fundamentalsystem von Lösungen der Differen- 

tialgleichung einem Systeme von homogenen Relationen mit eonstanten 

Coefficienten Genüge leistet. 

Um aus diesem Satze weitere Folgerungen zu ziehen, wird vor- 

läufig der Fall in’s Auge gefasst. dass eine solche Relation mit der 

besonderen Eigenschaft stattfindet, dass dieselbe durch die Substitu- 

tionen der Gruppe ungeändert bleibt. In einer späteren Mittheilung 

sollen diese Folgerungen einer näheren Erörterung unterworfen werden. 

15 

In den Grundlagen der Theorie der linearen Differentialgleichungen 

wird Folgendes! bewiesen: 

Es sei 
d 2) d" Sf 

(A) a PP ASENN0, 

! Crerre’s Journal Bd. 66, S.ızıfl., Bd. 68, S. 361ff. 
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WO P,,P>» ---. pP, innerhalb eines Gebietes T der complexen Variablen 2 

eindeutige und überall bestimmte Funetionen von = sind. Ist U ein 

Umlauf von z innerhalb T und 

d, W 4,; Kar 

(B) 0 un... dis —B 

Syn &,n n Inn 

die zu diesem Umlaufe gehörige Fundamentalgleichung. so giebt es 

ein Fundamentalsystem von Lösungen von folgender Beschaffenheit: 

Sind w,,w,,...,w, bez.A,.A,....,?,-fache Wurzeln der Gleichung (B), 

derart also, dass: 

A,HX+...+ı=n, 

so zerfallen die zu w; gehörigen A, Elemente des Fundamentalsystems 

derart in Gruppen von bez. 4» Ye,» -.-. 4. Elementen, wo also: 

Ma, t,t.. tu = Ar» 

dass die einer solchen Gruppe zugehörigen Elemente Umlaufsrelationen 

der Gestalt 

Y=ayı 
(©) Zap ty 

| y—ay Hr Yun ' 
genügen. 

Diese Resultate sind selbstverständlich nicht bloss für einen Um- 

lauf um eine der Unendlichkeitsstellen der Coeffieienten P,,P,;: ---- Pr 

— für welehe sie in der Theorie zunächst Anwendung gefunden 

haben — sondern für jeden beliebigen Umlauf U gültig. 

In dem Falle, dass der Umlauf U um eine der Unstetigkeits- 

stellen 2= a der Üoeffieienten p,, PP»... - . P„ vollzogen wird, ist nach- 

gewiesen worden, dass die analytische Form der zu einer Gruppe (C) 

zugehörigen Integralelemente die folgende ist: 

Sei 

a - log w 

und setzen wir 

——ı — at : 

fo = |Yo+ x hr Vr+.. Hl le—a), 

wo\Y,_.:% U, in der Umgebung von a eindeutige Funetionen K— au ee 

von z sind. und wo 

! Vergl. Hamsurger, Crerre’s Journal Bd. 76, S. 121. 

3 
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I 
(2) t= —— log (2 —a). | 

2mi 
4 

Alsdann ist 

Y = 
erhal) 

a — nee n—ı ot 

' 9/0 
(D eh ze rag 

) \% (k—ı)(a—2) 0# 

I de 
1, — A Fe 

| Jr Mm en) oe: 

2. 

Wir gehen nach diesen Vorbereitungen dazu über, eine analytische 3 

Form der zu einer Gruppe (C) gehörigen Lösungen der Gleichung (A) j 

auch in dem Falle aufzustellen, dass U nieht mehr einen Umlauf 

um einen einzigen singulären Punkt a, sondern vielmehr ’ 

einen beliebigen Umlauf bedeute. i 
Sind die sämmtlichen Gruppen (C) eingliedrig, so ist entweder 

alsdann bleiben 

Yı = d,.Y: =d.. 23, Yn = ®, 

beim Umlauf U ungeändert, oder wenn z.B. 

2rir DE — NE 

von Eins verschieden, so setzen wir 

v"={ 
alsdann ist 

ie Tr, in 
(1a) a a N da 

wo ®,,@®2::-:,@, beim Umlaufe U ungeändert bleiben. 

Wenn nicht sämmtliche zu einem beliebigen Umlauf U gehörigen 

Gruppen (C) eingliedrig sind, so sei 7, der Repräsentant einer mehr- 

sliedrigen Gruppe, d.h. dasjenige Element derselben, welches sich bei | 

dem Umlaufe U mit der Wurzel » der Fundamentalgleichung multi- 

plieirt: ferner sei 7, das zweite Element derselben Gruppe, so dass | 

(2) 7,.=uwn HN. 

‘ Vergl. Crerre’s Journal Bd. 66, S. 136ff., Bd.68, S. 355 ff. und JÜRGENS, ÜRELLE'S | 
Journal Bd. 80, S.151fl.; vergl. auch Herrwer, lineare Differentialgleichungen S. 107. 
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Wir setzen nunmehr 

Six I a 

so wird £ bei dem Umlaufe U ungeändert bleiben, während Z sieh 

um Eins vermehrt. 

Sind nunmehr %,.%Y,,...,%, die zu einer der Gruppen (C) ge- 

hörigen Elemente des Fundamentalsystems und w, die zugehörige 

Wurzel der Fundamentalgleichung und werde wieder 

(2) De ee: 

gesetzt, alsdann ist in Folge der ersten Gleichung der bezüglichen 

Gruppe (C) 

(3) Yr = go, 2 

wo d, beim Umlaufe U ungeändert bleibt. Aus der zweiten Glei- 

ehung (6) 

Y, = W,Y; n% 

I : I : k 
folet, dass % nach dem Umlauf sich um vermehrt. Die gleiche 

Y w, 
= t n Y: t 
Eigenschaft kommt auch — zu: es ist also — — gegen den Um- 

wW, Yı W, 

lauf U unempfindlich. Hieraus folgern wir analog wie bei dem ent- 

sprechenden besonderen Fall für den Umlauf um einen einzigen singu- 

lären Punkt! 

(4) U en ot Pkt 

I 

wo ®,; ®,, bei dem Umlauf U ungeändert bleibt. Und so fortfahrend 

erhält man 

(5) = eootputt:. +0
. 

WO Duos Pars ==> Pau Pei dem Umlauf U ungeändert bleiben. 

Man kann alsdann analog wie für den Umlauf um einen einzigen 

singulären Punkt folgern, dass die Funetionen &,, sich als lineare homo- 

gene Funetionen von 4 linear unabhängigen mit constanten Coefficien- 

ten darstellen lassen und dass namentlich die Coeffieienten der höchsten 

Potenzen von f sich von &, nur um einen constanten Factor unter- 

scheiden. 

! Crerre’s Journal Bd. 66, S. 135. 
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3. 

Wir machen jetzt Gebrauch von folgendem Satze: 

Ist 

(1) y= f(z,u) 

eine Lösung der Gleichung (A), wo « eine willkürliche Grösse bedeutet, 

von welcher die Coeffieienten dieser Gleichung unabhängig sind, so sind 

auch die sämmtlichen partiellen Ableitungen von y nach der Grösse u 

Lösungen derselben Differentialgleichung.' 

Wir haben? nachgewiesen, dass eine ganze rationale Funetion von 

loge(z2— a) deren Üoeffieienten abgesehen von einem allen gemeinsamen 

Faetor (2— a)" in der Umgebung von z=a eindeutige Functionen sind, 

nur dann identisch verschwindet, wenn die einzelnen Coeffieienten ver- 

schwinden. 

I. Ein analoger Satz eilt aueh für einen Ausdruck 

(2) F=FA+At+...+ Ant", 

worin £,t dieselbe Bedeutung wie in voriger Nummer haben 

md RAR BAR, A„ Funetionen von z sind, welche bei dem 

Umlaufe Uungeeändert bleiben. Das identische Verschwinden 

von Ruerfordert, dass. A,,A,.,...., A, identisch Null sind. Der 

Beweis ist ganz so wie bei dem Specialumlauf um z= a zu führen. 

Dieser Satz gestattet auch eine Erweiterung”. welche der für einen 

speciellen Umlauf um eine einzige singuläre Stelle gemachten analog 

ist, dass das Verschwinden einer Summe von Ausdrücken der Form (2). 

worin die Exponenten r sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, 

das Verschwinden aller einzelnen Summanden zur Folge hat. 

I. Ist daher | 

(3) DE F(z,t) 

eine eanze rationale Funetion von z und f. deren Öoefficien- 

ten bis auf einen allen gemeinsamen Factor &£’ bei dem Um- 

lauf U ungeändert bleiben eine Lösung der Gleichung (A). 

so ist auch 

(4) N y= F(z.t+R) 

für einen willkürlichen Werth von ? eine Lösung der Glei- 

chung (A). 

Der Beweis ist wieder analog wie für den Speeialumlauf um 

<=a zu führen‘. 

! Vergl. Köster, Inauguraldissertation, Heidelberg 1879. 

® Crerte’s Journal Bd. 68, S. 356. 
Vergl. TuomeE, Crerre’s Journal Bd. 74. S. 194 und Herrrer, a.a. 0. S. 238. 

Vergl. HEFFTER, a.a. 0. S. 107. 

> dh u" 
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Hieraus ergiebt sich aber analog wie für den Speeialumlauf um 

(5) N F(z, d) 

e By “ 
eine Lösung der Gleichung (A) so ist auch Erz eine Lösung 

c 

derselben Gleichung. 

Wir können daher wie für den Specialumlauf um z2= a in Nr. ı 

die in den Gleichungen (3) bis (5) Nr.2 enthaltene Integralgruppe 

durch das System 

| Yu = ff ’ 

Ei) 

Yu—ı a 
N 7 

I o’f(t) 
RE I, 

(E) Yn—a („— ı)(u—2) dt? 

ee) 
Yı = ' Bl Oge=* 

ersetzen. WO 

(5) fi) = EL... 22 vs | RE ee 3). He 
/ 

und Y,_,,Y .„Y, bei dem Umlaufe U ungeändert bleiben. 
u—m22** 

Die Functionen Y,,%:,.--; y, genügen daher den Gleichungen: 

oe r 
(F) Yu —— ER : 

n— k di 

Wir wollen im Folgenden diese Gestalt der Lösungen als die 

kanonische bezeichnen. 

4. 

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem w, , #,, .... 10, 

von Lösungen der Gleichung (A) einer gewissen Anzahl homogener 

Relationen des Grades v und mit eonstanten Coeffieienten Genüge leiste. 

Die Anzahl der linear unabhängigen derartigen Relationen ist eine 

endliehe: wir bezeichnen dieselbe mit 2. Die Relationen seien 

(Or 

(or II 
\ EL ıw,) 

\ RRDRDEN 0) (6) Kin \ 

Dr WERD, 2, WO: 
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(H) 
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Es mögen w,, w,,...,w, das kanonische Fundamentalsystem sein. 

welches zu einem willkürlichen Umlaufe U’ gehört und welches gruppen- 

weise in voriger Nummer durch die Gleichungen (E) definirt worden 

ist. Wir lassen eine Abänderung in der Reihenfolge der in einer 

Gruppe enthaltenen Integralelemente in (E) derart eintreten, dass wir 

% =w, 
(re (1) 

I =. 
setzen. Die Gleichung (F) nimmt daher die Gestalt an: 

(F,) m. 

Wir wollen die Elemente w,. w,...., 0, in folgender Reihenfolge 

schreiben: 

(A NE u een 1 ne re en ER EB 

Un ++... ++ Un HH... t+23... 3 Mt... tut 

derart, dass wir die zu der %,, %,,... 4-gliedrigen Gruppe bez. ge- 

hörigen Elemente zusammenstellen. 

Substituiren wir in (G) für ww,., w,...., w, ihre analytischen Aus- 

drücke aus (E), so müssen nach Satz I Nr. 3 (Verallgemeinerung) in den f 

Resultaten die Coeffieienten der einzelnen Potenzen von ? verschwinden. 

Hieraus folgt 

FS 
| „ En 2 Bo =|S 

N USER HR OR 

(3) u2 ) 7 =='O, ”„=1,2,3,...,p 

s ot 

d. h. nach Gleichung (F) { 

od, (0) of") 
- k,—ı)w, ++. (m, —2)u En “Ir 
dw, 1 ) dw, a 3 lu —ı im 

a — (PM, I)wu +2+ 02 (u, — 2)Wu, +3 + rr = I Wu, +u, 
OWy, +1 U, +2 OWu, + u,—1 

Uu.Ss.w=o @=1,2,...,P) 

Nach der über $,, &,..... $, oben gemachten Voraussetzung muss 

lemnach identisch für beliebige w,. w,,...., 

I | OB Krabat Op, i 
— (u, — I)w +- u, — 2) Ww er - bey, 
dw, “= har dw, i dwy,—ı H 

op, oo, ob, 
Ve) an 5 A Me 2 ee I Wu m, 

oWwu,+ı y fe u, +2 Wu, +, —1 

—+u.s.w. 

—= M, 6, +M.0.-+...+M,.s, @=1,23...,2) 

sein, wo die Grössen M,; von ıw,.1,..... :c, unabhängig sind. 
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Um die allgemeine Lösung dieses Systeins partieller Differential- 

gleichungen zu finden haben, wir nach Jacogr') zunächst das System 

der gewöhnlichen Differentialgleichungen 

dw, a dw, £ dw,,—ı 

(WED —r2)to; I-10,, 

H) =- dw .,  AWur2 Au, +0, 

(u, — I)wu,+r2 (u, — 2)Wy, + 3 I» Wu,-+u, 

N ru — = =..=- 
N I NE 

zu integriren, WO 

N, = M„®,+M.$.+..:+ M,.®, 

gesetzt ist. 

Ein System von Gleichungen der Form 

(5) dw, dıw, dıw,_, 

5 k—ıJw, (m—2)w 0 1m, 

oder das identische System 

de, ( 
— = (u—1I)w,, 
ds \ 

dır, ( ' 
= uH—2)W,. 

ds a 

(6) 
dw, 
Ze 

dıw, 
—— (© 

dS 

besitzt die allgemeine Lösung 

Be: et a 1 ne a 
WW TH 2 Se u A ERT)A, 

I dw, 
WW, = —— — 

pm —ıdS 

I dan, 
(U — 
N (n— Ar 

I UND! 
10 en — 

w—ı (u m de 2 

„_» A,_,..., A, willkürliche Constanten bedeuten. wo A 

!) Crerre’s Journal Bd. 2, S. 322; Gesammelte Werke Bd.4, S.3. 
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Aus diesen Gleichungen folgt 
—k ; 

(5) Su = B.+ B.w,+ Bw, + ... + B,w,: 

wo die B,,; sich rational aus den Coefficienten A, zusammensetzen. Dem- 

nach ist 
. ’ = „\u—k (I) Bet Buw+:.-+ Bw = (B,=.+B,.=.W.--+B,_.uw)"*. 

(kr, 24..,u- 2) 

Diese Gleichungen stellen die „— 2 Integralgleichun- 

gen des Systems (5) oder (6) dar. 

Von den Constanten A,..... A,_, lässt sich eine willkürlich und 

so wählen. dass die Gleichungen (J,) die Form annehmen: 

v=Yy 
Loy n / —_ (J,) 2 2 

L =y 
M—2 Ju—2? 

wo U, eine ganze rationale homogene Funetion der Grössen 

VOTE ı, 

mit numerischen Coefficienten, y: Y- :---- y._, willkürliche Constanten 

bedeuten. 

So ersiebt sich z.B. für u = 4: 

5 YV= ww —u; 
(5) ! 2 3 V, = ww — 3W,w,w, + 2u}. 

Die Functionen W,.Y,..... U,_, lassen sich in Determinanten- 

formen umgestalten.' 

2Ww, , U (6) 
ww. W 

ar : = 0 
ID 

REN 

SU (6) 
20, ans > 10, Te N 

A ” . n x ! > W,—3 WE W,—: w, 

eo a 
ER 

DENE Ru 
2:5 W,—, W.—a ed 

/ 

) u. S. w: 
(J;) \ - 2 

Vi RER KOT Se Rs en @; 

ig ai Wr +: Wa W—ı u 
SZ), mmzeı 

10, A—I W,_2 WW, —— W,_ 

1 a 10, 

br ER W—ıi—2 Wr WW 

Va-+ı 5 

Wen We W,—-r—ı 

! Diese Umformung hat mein Sohn Rıcuarv ausgeführt. 
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Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (H') 

(9) en =... M,6,+M.9.+:..+M,,$,). (k=1,2.....P) 

SIT OO Re c, die Wurzeln der Gleichung 

M.,—c M.. RAM: 

as, N M,, 

M,, M.. 2. Mc 

so werden, wenn diese Gleichung nur ungleiche Wurzeln besitzt. «die 

hieraus sich ergebenden Integralgleichungen 

War—ı 

d,e War == d, 

(J") Wur—ı 

A u d, 

Wa —I 

ie ur ; Da Ö,, 

ao. d, willkürliche Constanten bedeuten. 

Bezeichnen wir die den verschiedenen Werthen w,. 4, aus 

den Gleichungen (H’) entsprechenden Integralgleichungen (J) mit oberen 

Indices, so ist die Gesammtheit der Integralgleiehungen von (H') 

El a N, 
en a N N 

a IE a ren ar ur, 
ur u 

Cı 7 

Wwr—ı 

de 
I. Die allgemeine Lösung des Systems d 

Differentialgleichungen (H) ist demnach: 

a Ur 
=6,, „2, Pd, 4 

er partiellen 

Wpı—ı 
CR — 

K „me. u ee, eye, A = a0), P 

wo f, willkürliche Funetionen der Argumente bezeichnen. 

Diese Argumente sind algebraische Functionen der in das Differen- 

tialgleichungssystem (H) eintretenden Grössen w,. W,..... 

ran sein, Sollen demnach die &, algebraische Functionen von w,. 0, 

so müssen die f, selber algebraische Funetionen ihrer Argumente und 
War—ı MWyg—ı 

c% 
diee "= von "* unabhängig werden. Es muss demnach 

0) 
3 
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sein. Daher muss 

(R,) Pr fr GurR, vr, regen Ye) : vr), vr, Le | ! u 2 .) 

I, 

Hr—2 
(k = 2 TO) 

sein, wo f; die allgemeinste derartige algebraische Zusammensetzung 

seiner Argumente bedeutet, für welche &, eine ganze homogene Function 

Von WW, ,:-. wird. 

Ein ähnlicher Schluss ergiebt sich für den Fall, dass die Glei- 

chung (10) gleiche Wurzeln hat. 

Hieraus ziehen wir den Schluss: 

Wenn die &, nicht durch die Gleichungen (K,) bedingte Gestalten 

haben, so kann in keiner der zu den Gruppen (C) gehörigen Integrale 

eine Potenz von ? auftreten. Dieses Resultat besagt: 

II. Wenn zwischen den Elementen eines Fundamental- 

SIISBENLE 20, W. re w, von Lösungen der Gleichung (A) ein 

System (G) homogener Relationen mit constanten Ooeffi- 

cienten stattfindet, und es haben die Functionen 4, nicht 

eine der durch die Gleichungen (K,) dargestellten Formen, 

so werden die Elemente des jedem beliebigen Umlaufe U 

zugehörigen canonischen Fundamentalsystems in sich selbst 

multiplieirt mit je einer Constanten (einer Wurzel der Fun- 

damentalgleichung) übergehen. 

>. 

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem von Lö- 

sungen der Gleichung (A) einer homogenen Relation 

(L) DEE 

mit eonstanten Coeffieienten von der Beschaffenheit genügt, dass 

RS, ’ S, Or, Sn) 

für willkürliche Werthe dieser Argumente durch die Substitutionen 

der Gruppe der Differentialgleichung in sich selbst multiplieirt mit 

einer ÖOonstanten übergeht. 

In meiner Arbeit (Acta Math. Bd. 1, S. 323-326) habe ich für den 

Fall n= 3 gezeigt, dass die Anzahl der Werthe von 2, für welche 

ae gleichzeitig denselben Werth annehmen können, eine endliche 
Yı, Yı 
ist, wenn nicht die sämmtlichen Invarianten der Differentialgleichung 

verschwinden (was darauf hinauskommt. dass der Grad von & der 

zweite ist). 
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Nach denselben Prineipien lässt sich allgemein! für eine Diffe- 

rentialgleichung n‘” Ordnung der Satz beweisen, dass die Anzahl der 

Werthe der unabhängigen Variablen 2, für welche sämmtliche Quo- 

! Y Y Yy r 4 | 
tienten ”,@,...,”” denselben Werth annehmen können, eine end- 

Yı Yı Yı 

liche ist, wenn nicht die sämmtlichen Invarianten der Differential- 

gleichung verschwinden oder die Covarianten der Form $ gewisse Be- 

sonderheiten darbieten. 

Sei 
ı u‘ 

(M) u=Ay+Ay-+...+A,_.y"), 

wo A,. A,,..., A,_, willkürlich angenommene rationale Functionen von 

2 sind, und es werde 

(n—ı) (1) u = Ayıt Ay + --- + A,_.Y% 

gesetzt, so wird 6(u,,%,,---; u„) die Eigenschaft haben, nach jedem 

Umlaufe der Variablen 2 in sich selbst mit einer Constanten multipli- 

eirt überzurehen, da u, %, .-.., u, dieselbe Substitutionsgruppe wie 

Yes Ya: -+.;%n besitzen. Für willkürliche Functionen A, kann aber 

Plu,.%,,...,%,) nicht identisch verschwinden, da für einen willkür- 

lichen Werth von z die Werthe ,.%,.....a, willkürlich bestimmt 

werden können, $($,,%;,...,.%9,) aber nicht für beliebige Werthe der 

Areumente verschwindet. 

Sei daher 

(N) plu, ’ U, ade U, > %(z) ’ 

so ist %(2) eine nicht identisch: verschwindende Funetion von 2. deren 

logarithmische Ableitung rational ist, wenn wir voraussetzen, dass die 

Differentialgleichung (A) zu der Classe gehört, deren Lösungen überall 

bestimmt sind. 

Setzen wir 

(2) 

so folgt aus (N) 

(3) lm N) Re: 
Für zwei Werthe 2 und z, für welche 9,.:%,:.:-.; 7„_, denselben 

Werth erhalten, folgt dann 

u)" _ u)” 

x Re) 
Hieraus folgt nach den oben angeführten Schlüssen: 

(4) 

2 ! Verel. Lupwıs ScHLESINGER, Inauguraldissertation S.23 ff., Handbuch Il. 1, S. 232. 
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Die Anzahl der Werthe von 2, für welche 9,n,-..:.n—ı 

denselben Werth annehmen können, ist eine endliche, wenn 

nicht für jede Wahl der rationalen Functionen A,, A,,..., 4, 

die sämmtlichen Invarianten der Differentialgleichung 

d”u d? u 
(A) Fr ar, a Sen arm: 

welcher die  Genüge leisten, verschwinden. 

Da von den Covarianten der Form & (w,, U,, ..., %,) hier nicht Ge- 

brauch gemacht worden ist, so kommen die durch das besondere Ver- 

halten der Covarianten entstehenden Ausnahmen in Wegfall. 

6. 

Sind 2, 2,,2,,...,2,_, diejenigen Werthe von 2, für welche jeder 
—, 

der Quotienten 7,:%: ---:%,_, denselben Werth annimmt. so ist! 

(1) t= (a—2) (@ — 2) (@— 2)... (@—2,_) = dle,0) 

eine rationale Function von z und es entsprechen einem bestimmten 

willkürlichen Werthe von ? genau die Werthe 2. 2,..... 2,_,. für welche 

jeder der Quotienten denselben Werth annimmt. 

Substituiren wir in Gleichung (A) 

(2) NR ll): 

ge I 
_ 9ı dz —  (n—ı) 

. = z (5) 2 

Nee = s 

dz 
/ 

wo 

so geht die Differentialgleichung (A) über in 

d"v r On 
+2.) 

dt” Rule 

deren Coefficienten rationale Funetionen von Z sind. 

I. Diese Differentialgleichung hat die Eigenschaft, dass 

ihre Integralquotienten mit den Functionen 9,9%»... m-ı 

(B) +..+n,.Wv= 0, 

übereinstimmen, und dass, wenn feinen willkürlichen Werth 

der unabhängigen Variablen bedeutet, es nicht noch einen 

davon verschiedenen Werth £, giebt, für welchen jeder der 

Quotienten 9,%:..-..1„_, denselben Werth annehmen kann. 

Nach einem von Hrn. Lupwıs Sontesinser bewiesenen Satze” ist 

für eine solche Differentialgleichung die Substitutionsgruppe der Quo- 

! Acta Math. Bd.ı, S. 335fl. Lupwıs SchtesingGer, Handbuch U r, S. 244fk. 

® Handbuch Ilı, S. 2gr. 
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tienten 4: % > :-:-:;1,—,, Welche der Gesammtheit der Umläufe der un- 

abhängigen Variablen f entspricht. eine discontinuirliche. 

Da einem willkürlichen Umlauf der unabhängigen Variablen > 

ein bestimmter Umlauf der Variablen ? entspricht, so lässt sich hier- 

nach diese Eigenschaft auf die Gleichung (A) übertragen. 

Wir erhalten also das Resultat: 

U. Die Differentialeleichung (A), für welehe eine Form 

lu ,%,,-..,%) mit der durch die Gleichung (N) bestimmten 

Beschaffenheit existirt. hat die Eigenschaft, dass die den 

sämmtlichen Umläufen der unabhängigen Variablen 2 ent- 

sprechende Substitutionsgruppe der Quotienten n,.n,..... Y 

eine discontinuirliche ist, wenn nicht für jede Wahl A,,A,, 

.,„ A,„_, die sämmtlichen Invarianten der Gleichung (A) ver- 

schwinden. 

ii 

Dei jetz 3 94,.20=:; Yy„ ein einem gewissen Umlaufe U, der un- 

abhängigen Variablen 2 zugehöriges Fundamentalsystem die Gleichung 

(A) in der kanonischen Form und so beschaffen, dass 

Y,= WY:; 

Yy.=Ww,)Y,.; 
(1) 

Yn = W, Un $) 

wo W,,%,,....w, die Wurzeln der dem Umlaufe U, zugehörigen Fun- 

damentaleleichung bedeuten. 

Sei wieder, wie in Gleichung (M) 

(2) WANT Ar Ya 

wo die rationalen Funetionen A,.A,..... A,_, so gewählt seien, dass 

für einen willkürlich angenommenen Werth 2= 2 

(3) UN— Ay, +4 y+ ee oT; A Yen) 

verschwindet. wobei wir voraussetzen. dass der Modul von wo, 

von keinem der Moduln der übrigen Grössen w,...., w, über- 

troffen wird. 

Durch eine k-malige Wiederholung des Umlaufes U, gehen 

2 3 n 
zellen = 

(4) e u, u, # u, 

über in 

w,\* w,\“ GENE 
(5) (A) —— Era N: (7) — h Na2. +: (Andı — An 

W 73} [43] 
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Wenn die Moduln von w,,w,.....w, nicht sämmtlich gleich sind, so 

würde die %-malige Wiederholung des zu U, inversen Umlaufes U" 

mit wachsenden Werthen von % unzählig viele dem Unendlichen zu- 

strebende Werthe ergeben: da aber „= %,n = %,..., 1, = X 

für 2= z, dem Werthbereiche (9,.%,.--; 7.) angehören, so würde 

hiernach die Gruppe der Substitutionen der 1,92. ++» Nn-ı nicht dis- 

eontinuirlich sein. 

Dasselbe würde sich auch ergeben, wenn zwar 

Mode) x. Male 
1 w; W, 

wäre, aber die Argumente der Quotienten R: nicht rationale Zahlen 
: 

wären. 

Wenn aber eine Gleichung der Form (N) existirt, so ist nach 

Satz II voriger Nummer eine solehe Annahme nicht zulässig. Wir er- 

halten also das Resultat: 

Ist yr>»Y2s- > %n ein einem gewissen Umlaufe U, der un- 

abhängigen Variablen zzugehöriges Fundamentalsystem von 

Lösungen der Gleiehung (A) in der kanonischen Form und 

so beschaffen, dass die Gleichungen (1) stattfinden, und sind 

die Voraussetzungen des Satzes I voriger Nummer erfüllt. 

u) W W 

so sind die Quotienten —,—,...,— Einheitswurzeln. 
u u, w 

Wenn wir voraussetzen, ‚dass in Gleichung (A) 

(6) =: 

so genügen die Grössen w,.W,....;, w, überdies der Gleichung 

A il: 

Alsdann sind die sämmtlichen Grössen 

selber Einheitswurzeln. 

(Fortsetzung folgt.) 

Ausgegeben am 17. Januar. 

Berlin, gedeuckt in der Reichsdruckerci. 
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