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Die Prineipien der Mechanik für mehrere 
unabhängige Variable. 

Von Leo KoENIGSBERGER. 

(Auszug aus der in der Sitzung am 17. October vorgelegten Abhandlung.) 

De vorliegende Mittheilung schliesst sich unmittelbar an die von mir 

seit einigen Jahren fortgesetzten Untersuchungen über die Ausdehnung 

der als Prineipien der Mechanik bekannten mathematischen Theoreme, 

welche ich der Akademie vorzulegen die Ehre hatte und die vor 

Kurzem im Zusammenhange in meinen »Prineipien der Mechanik« ver- 

öffentlicht wurden. Während nun bisher meine Untersuchungen auf 

die Gestaltung der Sätze der Mechanik wägbarer Massen nicht nur für 

den Fall gerichtet waren, dass im kinetischen Potential im gewöhn- 

lichen Sinne eine Trennung der actuellen und potentiellen Energie 

nicht möglich ist, sondern auch kinetische Potentiale beliebig hoher 

Ordnung zu Grunde gelegt und für diese die Ausdehnung der wesent- 

lichsten Sätze der Mechanik wägbarer Massen und der Theorie des 

Newrow’schen Potentials entwickelt wurden, lasse ich nunmehr die 

Annahme nur einer unabhängigen Variabeln, der Zeit, fallen und 

werfe die weit schwierigere Frage auf nach der Gestaltung der Me- 

chanik, in rein mathematischem Sinne unbekümmert um die Anwen- 

dungen auf Physik, für den Fall, dass das kinetische Potential be- 

liebig viele unabhängige und abhängige Variable und deren partielle 

Ableitungen bis zu irgend welcher Ordnung hin enthält. 

Ich werde mich in der folgenden Mittheilung, um zunächst nur 

den Gang der Untersuchung zu skizziren, auf eine kurze Angabe der 

Resultate für beliebige kinetische Potentiale erster Ordnung mit zwei 

unabhängigen Variabeln beschränken; die angewandten Methoden wer- 

den aber die Möglichkeit der Ausdehnung auf den allgemeinsten Fall 

unmittelbar erkennen lassen, wenn die in meinen »Prineipien der Me- 

chanik« ausführlich dargelegten Gesichtspunkte in Verwendung kom- 

men; die genauere Ausführung der Beweise der hier mitgetheilten 

Sätze soll in Kurzem im Journal für Mathematik veröffentlicht werden. 
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Hülfsatz 

Seien &;b,,».. 

Variable, und werde 

EEE 

Ir 

Z, unabhän 

grırr2 FOR 

Prineipien d 
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Hülfsätze. 

Zur Durchführung der oben angedeuteten Untersuchungen war zu- 

nächst die Aufstellung der nachfolgenden vier Hülfsätze erforderlich: 

+ 
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Hülfsatz 2. 

Sind R,,R,,... Eunetionen won ,%,,-7. 1.2. P,, -.. p,, und Vene 

Runebion ont. Erre. Rie Rlrta- a „ R@arvaao- var) 

so ergiebt sich mit Hülfe der Variation des über ein bestimmtes 

!-Gebiet ausgedehnten x-fachenIntegrales vonV zwischen den 

nach den unabhängigen Variabeln genommenen totalen Diffe- 

rentialquotienten der partiellen Ableitungen der Grösse V, als 

Function der R oder der p aufgefasst, die folgende Beziehung: 

„e. 

a av 
u = I) = 

Yan Par d Er dE?...de* Op Yard.) 
2 ” ‘ 

Ver FVYaz te. V 
->$ I ya rtat ten RE . oV OR, 

@=1,2,... VarsVYazı 3 Yan de.“ de BR De OR“ Vaze.. Ver) op, 

Hülfsatz’ 3. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass eine Function 

lesle..usPes Das... pe, pe 9, pe.) 
sich als eine Summe von totalen nach 4, %,...t{, genommenen 

Differentialquotienten von Functionen der t,p und deren 

ersten partiellen Differentialquotienten in der Form dar- 

stellen lässt 
ER NNE dK, fe = —— u au EEE END 

dt, FF at ve 
E 

worin also A,,ÄK,,... A, nur von den in f vorkommenden Grössen 

abhängen, ist die, dass f der partiellen Differentialgleichung 

of d of d of d of > 

09, ‚di. on Tao. on — 

fürs=1I,2,...u identisch Genüge leistet, 

und ebenso folet leicht, um nur den Fall einer Function von zwei 

unabhängigen Variabeln und zweiter Ordnung hervorzuheben, dass mit 

Benutzung bekannter Bezeichnungen 
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die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass eine, Functionisf (2,%, 2,9, 97,88) in..der Form. dar- 

stellbar ist 

_ dw,(%,%,2,2,9,T,5,D) , dw.(©,9,2,2,9,r,8,) 
iz dv u dy 

+F(&,y), 

die ist, dass f der partiellen ee 

end Se def mnderidr An FOR 

02 dedp dydg da Ir! Ardy os 2 u- 

identisch genügt. 

Hülfsatz 4. 

Um unter sogleich näher anzugebenden Bedingungen den Existenz- 

beweis eines kinetischen Potentials von beliebig vielen unabhängigen 

und abhängigen Variabeln zu führen, leitet man mit Hülfe ähnlicher 

Variationsbetrachtungen. wie sie für kinetische Potentiale beliebiger 

Ordnung, aber von einer unabhängigen Variabeln in meinen »Prin- 

eipien der Mechanik« durchgeführt worden, den für die späteren An- 

wendungen ausreichenden Satz her, dass 

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen da- 

für, hdassıa, BEuncbiomen-N,, Mr. MI vom, UP ep und 

deren Ableitungen existiren, welche durch ein und dieselbe 

Funetion M von t, u, 9. 95: :- 2,29, 99, ... 29, 2, po), pe» 
sich in der Form ausdrücken Br 

N On EN om; d.0oM ’ 
— Eur a ‚=1I,2,...D) 

Op, dt Op) du dp”) 

(ro) 

die sind, dass N in den zweiten partiellen Ableitungen der 

p linear ist und die Beziehungen 

oN, oN, ON, a 
op ge: op ’ op!) Zar op) ’ ap — Ip 

ee 
Pe to Aue Ip 

ON, dad ON, oN, 

pe ” Ans Pr) dp 7 Nee 

ON, daN, dan aM d oN, daN, am, 
Ars (10) (or) Alone N (20) 7% 7 Aaen] Pa (alla. An op, di op) du dp! dt” op! dtdu Op! du? op! op, 

identisch befriedigt, und zwar giebt es dann unendlich viele 

Funetionalwerthe für das kinetische Potential M, die sich 

aber sämmtlich, von Functionen der unabhängigen Varia- 
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beln Z und w abgesehen, nur um nach ?Z und x genommene 

Differentialquotienten beliebiger Funetionen von t,u,p,, pl, 

pY“ unterscheiden. 

82. 

Das erweiterte Hamırron’ sche und D’AÄLENBERT sche Prineip, 

und die erste und zweite Form der erweiterten LAGRANGE- 

schen Gleichungen. 

Seien f und vw von einander unabhängige, &,,%,,...x, von die- 

sen abhängige Grössen, und nehmen wir an, dass die Veränderungen 

dieser Grössen. die selbst noch gewissen Beschränkungen unterworfen 

sein können, derart vor sich gehen, dass, wenn JH eine bestimmte 

von t, u, ;, 2%, x”) abhängige Function bedeutet, die wir das kine- 

tische Potential! nennen wollen, 
t, Ur 

(1) | [ H—N X; dudt = © 

ist, worin durch die Grenzen ein gewisses (f, w)-Gebiet definirt ist, 

und die Variationen der &,.%,,...x, an den Grenzen dieses Gebietes 

verschwinden sollen, während die X, gegebene Functionen von ?! und % 

ausdrücken mögen, deren Bedeutung nachher festgestellt wird, so 

werden die Gleichungen, denen die Veränderungen der w,,%,,...% 

als Funetionen von ? und u“ unterworfen sind, durch 

om don aan 
A 0 en ee N © 

id, didm) dudal) er 
(2) 

. . . 7 . . N \ . . 

gegeben sein, worin die Variationen dw... 0%,,... 0x, durch die in den 

virtuellen Veränderungen linearen Bedingungsgleichungen 
n n n 

—. ER — ER = N 

(3) >, 4.090 = 0, >10 = 9, .. >, Im — 0 
1 I X 

mit einander verbunden sein sollen, in denen die Functionen f,; von t, 

U,%,.%,,... @,, aber nicht von den partiellen Ableitungen dieser Grössen 

abhängen, und deren Integrabilität oder Nicht-Integrabilität die holo- 

! Die Annahme von nur zwei unabhängigen Variabeln soll lediglich der Kürze 

der Darstellung halber gemacht werden, und die Beschränkung des kinetischen Poten- 

tials, nur partielle Ableitungen erster Ordnung zu enthalten, wird genau durch die- 

selben Betrachtungen aufgehoben, und die Untersuchung auf solche beliebig hoher 

Ordnung erweitert, wie sie für kinetische Potentiale, welche nur von einer unab- 

hängigen Variabeln abllängen, in meinem Buche »Die Prineipien der Mechanik« durch- 

geführt wurden. Fasst man @,&2,...: v„ als physikalische Grössen auf, so wird ınan 

sich z.B. unter den unabhängigen Variabeln die Zeit und die von dieser unabhängigen 

Raumgrössen denken können. 
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nomen oder nicht holonomen Systeme charakterisirt; die Gleichun- 

gen (1) und (2) stellen das verallgemeinerte Hanmınrov'sche 

und p’AtLEugert'sche Prineip dar. 

Durch Multiplication der Gleichungen (2) mit A,,%,,... A, 

halten wir die erste Laeranee'’sche Form der Veränderungs- 

er- 

gleichungen 

CU Das (a3 2 lea Ak = 

dx; dtda) duda) 

also n partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Grössen 

%,,8%,...%,, diein Bezug auf die zweiten Differentialquotienten linear sind. 

Ist das System ein holonomes, sind also die Bedingungsgleichungen 

in der Form 

online m 

gegeben, so erhält man in (4) und (5) n+m Gleichungen zur Be- 

stimmung der n+m Grössen &,,%,,...%45 Ars Ay». A, als Functionen 

von tund «, wobei für ?= 0 im Allgemeinen die Werthe von an — m der 

Grössen &,.%,,...2, und deren nach ?{ genommenen partiellen Diffe- 

rentialquotienten als willkürliche Functionen von w in der Form 

= Yu) 
2—o 

dw; 
(2): =o — $;(u) 5 Ar 

gegeben werden können. 
Ist dagegen das System nicht holonom, und enthalten die Func- 

tionen f,; die unabhängigen Variabeln fund u nicht explieite, so werden 

aus bekannten Gründen die Beziehungen gelten 

n n n 7 

X lo) N (toys Normen) Kl 3 Dr) 3 7,0, — 0,3 Dh = 0, N! =: 
1 1 T 1 

und somit durch (4) und (6) n+ 2m partielle Differentialgleichungen 

zur Bestimmung der n-+ m Grössen &,,%,,...% n?» A, Ass 0. Am gegeben 

sein, so dass Bedingungen für das Zusammenbestehen der Gleichungen 

oder für die Auflösbarkeit des Problems erfüllt sein müssen; für den 

Fall, dass das nicht holonome System in den Coefficienten seiner Be- 

dingungsgleichungen die Grössen f und « explieite enthält, muss die 

Behandlung des Problems in jedem einzelnen Falle den Bedingungen 

der Aufgabe angepasst werden. 

Nehmen wir weiter an, dass die Bedingungsgleichungen (5) auch 

die partiellen Ableitungen erster Ordnung der x; nach f und u ge- 

nommen enthalten, dass diese also lauten 

(7) lt, N or... Blu, ee) Zoo, 

in welchem Falle das System auchı noch holonom genannt werden soll, 

= X;+ fu tr fat A on Al Ü=12,... 
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so werden sich auf Grund von Betrachtungen, wie ich sie in den »Prin- 

eipien ete.« angestellt, die » partiellen Differentialgleichungen ergeben 

oH d 0H d oH Sr = h or da om dd 

o; dedat) du dar)“ a 2, "00 dt da) du da”) 
(Be. 2 a)e 

welche mit den Gleichungen (7) ein simultanes System von n+m 

partiellen Differentialgleichungen in den n + mn Grössen x; und A, bilden, 

und ist das System der auch die Ableitungen der x, enthaltenden 

Bedingungsgleichungen ein nicht holonomes, haben diese also die 

Form 

I, dt I NEN) = 0,5... DI, Uri Od) + Wr 0a) = 0, 

worin die Coefficienten der Variationen Functionen von t, u, .;, «9, x”) 

sind, so wird sich zunächst das System der Differentialgleichungen 

ergeben 

OO ad x < lf dd: d AM, 
——— 3 a =X+ fu a nn 

di 02 A de ra ae ae) 0; } 
ı 

enthalten nun die Bedingungsgleichungen (9) f und « nicht explieite, 

so liefern diese 2m partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

n n 

( II ) > (ar? + Di nn) th Y,; 2) =0, > u) + Di 2) <f V; ee) =o (r =1,2,... Mm), 

I I 

welche mit den » partiellen Differentialgleichungen (10) zusammen 

wiederum n+ 2m Differentialgleichungen zur Bestimmung der n+m 

Grössen x; und A, bilden, so dass im Allgemeinen wieder Bedingungen 

für das Zusammenbestehen der Differentialgleichungen oder für die 

Auflösbarkeit des Problems erfüllt sein müssen. Für den Fall jedoch, 

dass die Gleichungen (9) nicht von ? und % frei sind, müssen die 

Methoden zur Behandlung des Problems den Bedingungen der Auf- 

gabe angepasst werden. 

Überlegungen, wie sie in der Mechanik wäebarer Massen ange- 

stellt werden, führen zur Zerlegung des kinetischen Potentials H in 

die actuelle Energie —T und die potentielle Energie —U 

und liefern als Maass der Kraft den Ausdruck 

DT ee d 08 
— a4, a + 7 Ko 

0% dt da9 du da)’ 

wirkende innere Kraft durch 

Yv OBEN eh Saudl al.» oOT 

rd ae Naar 

während die auf 0 

N 
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dargestellt wird. Der Hülfsatz 4. führt dann zu Anziehungskräften, 

welche von der Entfernung und den partiellen Ableitungen derselben 

nach ? und u abhängen, und zur Verallgemeinerung der WEBER'schen 

Kraft in der Form 

mm, mm, (Kt Kt ee mm, (fr) A 
R=— be a Se er wor Fa En 7 r % 2 x 7 3% x % 

worin m, M,. %, %,, %, Constanten bedeuten, und für welche die Kräfte- 

funetion durch 
(10)? „(or)? „(10) .(or) 

mm T 7 7 7 

W=— (14 +— + — 
7 %, Ko z 

dargestellt ist. Wählt man in Analogie zur Mechanik wägbarer Massen 

aus später ersichtlichen Gründen in Rücksicht auf das Energieprineip 

für die lebendige Kraft T bei einer abhängigen Variabeln die Form 

& 
GR — __ („1 er afenyz 

2 

also allgemein 
n 

T= ala Hay, 2 ut ; 
I 

so wird das Maass der Kraft durch 

X = ale) + 2.20) + 29) 

dargestellt sein. 

Endlich ergiebt sich vermöge des Hülfsatzes 2., wenn p,, P,. ... Pı 

Grössen bedeuten, durch welche x, &,,... x n so ausgedrückt werden 

können, dass den Zwangsbedingungen 

EN A eo 

identisch genügt wird, und 
n A 

X; 

Silası —#, 
i Ps 

gesetzt wird, die zweite Form der erweiterten La@sransE schen 

Gleichungen 

04 7,d oh d oH 
— = s=1,2,...U) 6) 5 op, dtdpl® du dp 

und als zugehörige Form des Hanmırrox’schen Integralprineips 

tr ur ie 

R 

© | | ehr > xP'p dudt = 0. N 

to lo I 

wenn die Variationen der Grössen p,, P,, ... p. an den Grenzen des 

(£, u)-Gebietes verschwinden, und P, als Function von f und u gegeben ist. 
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$ 3. 
Das erweiterte Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Gehen wir von den Gleichungen 

(1 oH  doH ara & 
= - — m z s=1I,2,... 

op, dipl) du cp”) z m) 

aus, so ergeben sich zunächst die beiden Beziehungen 

= oH d oH do ee Ko en Bun (10)___ DE — (zo) 

2,P" 7 ; > er rc rn, 
oH doH d oH 

2 (je DE N (or) (ex)art} (or) 

Zus op, Zus dt Ople —>,»! du pe — ’ 

welche, wenn H die unabhängigen Variabeln ? und « nieht explieite 

enthält, wie leicht zu sehen, in 

dd d oH d oH = x Nr) ng (10) — I P. 10) 

dt a op) du —P E 2. | 

da dl oH d 
5 N BETT one er en no (er) 

(3) u at opl9 du 2, ps per => 2 

übergehen, aus denen durch Multiplication mit dt und du und Addition 

\ d (to) oH d a oH d a pm 

EN nt EN ae | | nt Er gen 
= „Pıap, 

folgt, eine Gleichung, aus der nicht, wie aus der analogen für eine 

unabhängige Variable, ein Integral der partiellen Differentialgleichung (1) 

hergeleitet werden kann. 

Nun findet man aber leicht, um hier nur das Resultat der Unter- 

suchung hervorzuheben, dass, wenn das nur von einer Variabeln p ab- 

hängige kinetische Potential 7 die unabhängigen Variabeln f und u 

nicht explicite enthält und identisch der Gleichung genügt 

Le 0’H -( 0’H ) 
2 = (6) (5) op (to)? pe” Or 

oder was dasselbe ist 

2 am a 
( ) pe ser. 0) op”) ‚pP b) 

worin $ eine willkürliche Funetion bedeutet, jedes Integral der par- 

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung 

oH oH \ 
(7) H—p"9< € pl: [0 u [Pap+n. 

op op” 
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worin 4 eine beliebige Constante und Peine Funetion von p bedeutet, und 

die das Energieprineip ausdrücken soll, wenn nicht zugleich 

pie ee j De N. 
c er z — — oder 

2 opt P paper 1 Ip“ Or) op‘ re 

ist, auch die erweiterte Lasrange'sche partielle Differentialgleichung 

am ka OH. d’ 0 

S Kr re re 
befriedigt; soll ferner umgekehrt ein Integral von (9) dem Energie- 

prineip (7) genügen, so müssen die Gleichungen bestehen 

%H 
OH 

(10) „(e2) __ „(er) ya) 233 (er) „20) _ yo) yyLı) 

pe" (p p Bio N dp‘ Or) (p pP a ) 

0° pe 
Fe —n (pe — pe) — er er ol eye), 
op 10 op 10) op 'oI 

also jedenfalls wieder die Bedingung (5) erfüllt sein, und es ergiebt 

sich somit, 

dass unter der Bedingung (5) und nur unter dieser un- 

endlich viele Integrale der Laaranse schen Gleichung (9) 

dem Prineip der Energie (7) genügen, und alle, die diesem 

genügen, auch die LasrangeE sche Gleichung befriedigen, 

dass jedoch nicht, wie es für kinetische Potentiale mit einer 

unabhängigen Variabeln im Sinne der Mechanik wäebarer 

Massen der Fall ist, alle Integrale der Laerange schen Be- 

wegungsgleichungen dem Energieprincip unterliegen.' 

Für den dem freien und unfreien Systeme in der Mechanik wäg- 

barer Massen entsprechenden Fall, in welchem das kinetische Poten- 

tial FH in den Grössen p. p", p'”) homogen vom zweiten Grade ist mit 

eonstanten oder von p abhängigen Coeffieienten, also die Form hat 

=. HP ftp HD): 
erfordert also die Existenz des Energieprineips die Beziehung 

FM’ = 4 Map): 
und es nimmt somit für die Form des kinetischen Potentials 

H = (Yf..(p) pP" + VD) pP) + ftp); 
worin der erste Theil nach dem Früheren als die lebendige Kraft auf- 

zufassen ist, das Energieprineip die Gestalt an 

— VfR) + Va (PP) + ftp) = h. 

Vergl. die Ergänzung hierzu in $ 9. ı 

Sitzungsberichte 1901. 97 
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Wenn in Analogie zur Mechanik wägbarer Massen, wie oben her- 

vorgehoben worden, der lebendigen Kraft für eine freie abhängige 

Variable x die Form gegeben wird 

& 2 

T= — (a9) + a9), 
2 

also 
u 2 m 

H= Er +f(@) 

ist, so sieht man leicht, dass das durch die Beziehung 

& 2 2 

Ha Ha) = nl), 

worin w eine willkürliche Function bedeutet, dargestellte Energie- 

prineip ein Zwischenintegral der Lasraner’schen Gleichung ist. 

Durch ähnliche Schlüsse finden wir 

als nothwendige und hinreichende Bedingungen dafür, 

dass für das durch die beiden LasrangeE'schen partiellen 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

DE aha EB ER 2 A oe p 

Od Ip du pe dp, dt Op) du yon 

beschriebene Problem, worin das von p,. P., pl, pl”, (10) pen) 

abhängige kinetische Potential H die unabhangig Varia- 

beln £ und nicht explieite enthält, und die von p, und p, 

abhängigen äusseren Kräfte P,und P,der Beschränkung unter- 

liegen 

das Prineip von der Erhaltung der lebendigen Kraft in der 

Form existirt 

9 Ay: 
H—\p; KO) Tab + pl) OH == p9) ( 2. Zu pe) ER: — [((P, dp, + P,dp,) + Ih 

pl) (or) (c:) pl) dp" er) A 

— und es ist dies die einzig mögliche Form —, die iden- 

tisch zu befriedigenden Beziehungen 

o°’H 0H oH nn oH oH 

Open, App,” Aplap, App,’ App Ay 
le oH z . E03 ah 2% 0oH i 

pl” per = =) op‘ Go)? pen’ a 

OH N 
op) dp) op) dpi) Indy 

SHE OS DEI ON oH 0H oH 
Apr Apen* 57 ap op 2 ap pe: pe) Fr op” dpt ap 
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Es nimmt somit für den dem freien Systeme in der Me- 

chanik wägbarer Massen entsprechenden Fall, in welchem 

das kinetische Potential H die Form hat 

H = A(apl‘) + BpP®y'+ B(apl') + Bpl®)'+- Cap!) + Ep) (ap + Ep) +-f(pı.P.); 
worin A,B,C,a,ß8 willkürliche Constanten bedeuten, das 

Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft die Gestalt an 

— Alapl + Rp?) — B(apl‘” + Rp?) — C(apf” + pl?) (up? + Bpl) +-f(p: ,P.) 
ei f (P.dp.-r P.ap) th, 

und ähnlich für den dem unfreien System in der Mechanik wägbarer 

Massen analogen Fall. 

Ganz ähnliche Betrachtungen gelten für den Fall von mehr als zwei 

abhängigen Variabeln. 

$ 4 
Das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung. 

Betrachtet man in dem Doppelintegrale 

2, Yı 

(1) J= re. Y,2,Pp,q)dydz, 

x Yo 

02 DE EUR 
worin Pp=x+-,9=z,- ist, x und y als Functionen von v und w, so 

0x oy 
wird, wenn 

; dx ( > > 
da u A) der Be or) eu er lke) y — Al) ee) Be ee) — — psy; —E a — =3 
0v dw ov dw 0v w 

und \ 
v0 a) 

(2) SEN 0a ze = Da) ya a, 
ov dw dw dv : 

' Df ZN) — zZ yer 2) „u _ zo) „(er 

RZ eng 
5 ’ Y D D 

— JaltHr Yy ER a). a y, y, =), ze) 

gesetzt wird, das vorgelegte Doppelintegral für die Transformation des 

(v, y)-Gebietes in das (v, w)-Gebiet in 

Or0r 

(4) J— [Fe Yy,2,0, a, y, y, 2, 2) Awdv 

a 
übergehen. 

Soll nun die Variation dieses Doppelintegrales unter der Voraus- 

setzung entwickelt werden, dass auch die Grenzen des gegebenen 

(2, y)-Gebietes sich ändern, so wird man (4) nur so zu variiren haben, 

97° 
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dass dv und dw am Rande des (v, w)-Gebietes verschwinden, und man 

erhält in bekannten Zeichen nach Rückführung der Variation des Inte- 

grals (4) in (1) den Ausdruck 

Ar Eu a; x 
» lfans Y,2,p, Mdydı [fi urmera ; 5) pie änd 

x 

Yı 2 Nr 
+ [or yoa)],; de ak L dar — | + =» Z \es—ne- an dv 

'o 
° Lo 

@r d 0 
== E- az) (d2 — por — aan) : 

[e} 

und genau dieselbe Form hat die Variation des Doppelintegrales, wenn 

mehr als eine abhängige Variable in der Function unter dem Integral 

vorkommt. 

Seien nun die erweiterten Lasrange’schen Gleichungen 

O2. dd A ne 7 le 
op, de Ip) du pe 

gegeben. und werde die Energie 

oH E no R 
(7) — 53 De) DE ee en) > ); op 10) De 

I 

gesetzt, so erhält man unter der N dass auch die un- 

abhängigen Variabeln t und % selbst variiren sollen — eine Voraus- 

setzung, die unter der nachher zu machenden Annahme der Gültig- 

keit des Energieprineips aus bekannten Gründen nothwendig ist — 

nach (7) vermöge der Beziehung (5) 

t, u, t, u, 

Ile Fr OEL ra er d Wa: 
(So | Maudı = = = nen) (dp, — pl) dt pe du) hut 

op, di op) du dp! 
Ur U u 

o Uo to U, 

U u, 

+ run] | (Bar—renau|- IS 2 2 a du) (pl? + pi a’) | de Ba ee I BE en 0 U, o E Us 

t, V - 2 "ie am ae + 8. lon 2,00) +2 au + [IS per) | (o1 opt) Ian op! ur dpY” 1 

om 
50 
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Nun findet man aber leicht unter der Voraussetzung, dass äussere 

Kräfte nicht vorhanden. und das kinetische Potential den oben für 

die Existenz des Energieprineips 

2 oH = oH 
I, „) Sartre (o1) _ mer 

E= = H > 2 ap) —.P: op”) — h 

erwähnten nothwendigen und hinreichenden Bedingungen genügt, die 

Beziehung 

tu, t, u, \ u, t t, 
= a m 2 a U, 

| [an — [aaa [ar— rau + [au ws a 
U, 

t, Uo L u, | Us bo ji 4 

und durch Subtraction der Gleichungen (8) und (9) 

tı u, 

Ol 2 De EV la zen en el | (0. — pe) ner I dudi | fu E)dudt = IR >, an; IR Op de pen (op — PN p. du) du 

wi Ur t 

HR ee: ABEn “Te 
— | IöEdudt— | |S N, Au (pl) + pl) uw) | dt 

PART opt”  dpee) 

ee A) t t > N A) u 

E oH H ; en NZ oH F ——\ h ; 5 (o1) r (10) / PR ! 1 

== D a dp du (pi) Hp) F) du +| > br dp u \op,| dt 

Talı3 “ i h Us 

een 2 
+ IS. z 3) = dp. cu 

as + = to 

Sollen nun die Werthe von p,,...p, den Lasraner'schen Grlei- 

chungen (6) für verschwindende äussere Kräfte! Genüge leisten, und 

ausserdem ihre Variationen an den Grenzen des (f, w)-Gebietes ver- 

schwinden, so geht das durch die Gleichung (10) ausgedrückte 

Prineip der kleinsten Wirkung in 

U, t,u, 

(11) ö| |(H— Ey dudı = — | [öE aut, 
lo Us to Us 

und bei der Annahme, dass die verglichenen Veränderungen. 

ebenfalls dem Energieprincip, nur mit einer anderen Energie- 

constanten, genügen, in 

! Die oben gemachte Annahme, dass äussere Kräfte nicht Tore :n sind, ge- 

schah nur der Kürze der Darstellung wegen, da sonst nur die im $g meiner »Prin- 

eipien der Mechanik« gegebene Deduetion an die Stelle der oben Ener führten tritt. 
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tur 

(12) li (H—E aan dudt 
bo Us 

über; setzt man aan noch fest, dass die Constante der 

Energie für die normale und die verglichenen Veränderungen 

dieselbe sein soll, so ergiebt sich das Princip der kleinsten 

Wirkung in seiner einfachsten Gestalt 

t, u, 

(13) [fir —H)audt = 0 
too 

für alle diejenigen Integrale der LagranGe schen Gleiehun- 

gen, welche dem Energieprineip unterliegen. 

By: 
Das erweiterte Princip der Flächen. 

Aus den Lasrange’schen Gleichungen 

ONE el d oH 

Op, de 9 A dp 
ONE do 

op, dt dp) du dp”) 7 

un 

folgt leicht, dass, wenn H identisch der Gleichung genügt, 

So EN, (ar er 
un) Pr Ip. nn + dp") x pr Di = en) De pe == 

also die Form hat 

(1) Jal = Fit, U, I), + 2 _ pe? + pe? 3 per)? + per” DDR + ae D po) (10) I) a on P« tr Pr > Px Pi »D: F PP PP,» P« Pi A 
a P, po’ +p, or N D, pr) +Pp, po, (zo) (or) + pl ‚nel 

und 

R OH oH nn OH OH 
Zu (v r pie) ET en = K, 5 Es or) —, a) = RN 

gesetzt wird, 

/ dK, % 
(2) ern a 

di du 

ist, eine Gleichung, deren Integral dem Princip der Flächen 

in der Mechanik wägbarer Massen analog ist. Ist für ge- 

wisse Formen des kinetischen Potentials 

KR — ER 
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worin v eine Öonstante bedeutet, und sind äussere Kräfte 

nieht vorhanden, so geht (2) in 

dK, x dK, u 
— oc 

\n di du 

über, und es lautet somit das dem Flächenprineip analoge 

Integral 
oH oH 

(4) er Pr dpeo) ll Ip = pwm— vl), 

worin ® eine willkürliche Funetion bedeutet. 

Dieser Fall wird z. B. für den im $ 3 hervorgehobenen, dem 

des freien Systems in der Mechanik wägbarer Massen analogen Aus- 

druck des kinetischen Potentials eintreten, wofür A, =—A, ist, und 
& 

das Flächenprineip somit die Form annimmt 

oH A ß 6) ann 
oder 

> (zo) (ro) (or) (Sy I ß 
&(P.P: —y JH )+ B(p,p! zellln ) a =u a 

worin & eine willkürliche Function bedeutet. 

8 6. 

Das erweiterte Prineip von der Erhaltung der Bewegung 

des Schwerpunktes. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie ich sie in meinen »Prineipien 

der Mechanik« angestellt habe, führen zu dem Satze, dass, wenn 

dieZwangsbedingungen eines Problems nur von den Diffe- 

renzen der Variabeln x,,%,,...x, abhängen, und 

= 
Es tal, U, m, —D,-..%,— 5) 

gesetzt wird, worin A irgend einen der Indices ı1,2,...n 

und weine beliebige Function bedeutet, unter der Annahme, 

dass das kinetische Potential H die Form hat 

lu, 
H= H\t,u,. ruolt,u,2, —4,...20,—-2),209 en re 

FR [N du 

+ H.(t, u, a, a) — a0), de) — a), 

r 

worin &,—ı, alle Werthecombinationen der Differenzen der 

Grössen &,,%,...x, darstellen soll, und H,,H, willkürliche 

Funetionen ihrer Argumente sind, die Beziehung gilt 
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(1) OR. dreHssideo R Y 
1 ne Te 

0E 0 raue ig 

welche dem Schwerpunktssatze analog ist. 

Setzt man den früher getroffenen, denen der Mechanik wägbarer 

Massen analogen Bestimmungen gemäss 

T= Da (au + Ba), 
I 

so wird, wie leicht zu begründen, die Beziehung (1) stattfinden, 
n 

dan IV wenn für >37 —=A 
I 

HL H+... +8, I I r(10 7(o 2 ? IT, En zee ) } BE )) i E 

gesetzt wird. 

3.78 

Transformation der erweiterten LasraneeE schen Gleichun- 

gen in das erweiterte Hamınron sche Differentialgleichung- 

system. 

Um unter der Voraussetzung, dass Äussere Kräfte nicht vorhan- 

den, in die erweiterten LAsrAnGE' schen Gleichungen 

OH "dech d oH 

op, de ap) du On”) 

statt des kinetischen Potentials 7, in welchem £ und # nicht explieite 

vorkommen sollen, die dureh den Ausdruck 

m « 
3 

ee ESS ee en (or) x 

ee 
definirte Energie einzuführen, setze man 

Dan ae (10) en) Es MR a0 (BI Dr: 
op" ’E op“ 1: 

und drücke aus «diesen 2% Gleichungen die 24 Grössen 

(ro) 

Pu 
(on). El 

durch 

DIR RER ES SE 

aus. Man erhält sodann statt der a» partiellen Laerange'schen 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den abhängigen 

Variabeln p,, P: -.. p, das simultane System von 3« partiellen 
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Differentialgleichungen erster Ordnung in den zu abhängi- 

gen Variabeln g9, ... gg, ... ge, m,....9.: 

Ip, %E) 0p, an „da age Rz) 
ne m EI m — — rd) 
dt dgl)’ Au de 0" ou op, i ; 

worin (E) den in die neuen Variabeln transformirten Werth der 

Energie bedeutet, und die das Analogon zu dem Hanmınron- 

schen totalen Differentialgleiehungsystem in der Mechanik 

bilden. 

ac) SS. 

Uber die auf die erweiterte LasrAngrE’sche Form redueir- 

baren partiellen Differentialgleiehungen zweiter Ordnung. 

Wenn man die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

Fit, U, po), p), p9, po), p?) —49) 

in einer abhängigen Variabeln p und zwei unabhängigen Variabeln / 

und % aufstellen will, welche sich in die Form der erweiterten La- 

GRANGE schen Gleichung 

OH dd. dH d oH 
——_ a m ß®) 
op dt dp) du dp) 

bringen lassen, wird nur die Frage zu beantworten sein, wann die 

Funetion F ein kinetisches Potential besitzt, und es ergiebt sich so- 

mit aus dem Hülfsatz 4. des $ ı, dass die gesuchte Differential- 

gleichung von der Form sein muss 

JE (£, u, p OR p®) p') +f [%: u,p,p), po) pe) 

+ (t, u, p,p"9, pp" +flt, u,p,p,p”) = 0, 
worin die Coeffieienten der partiellen Differentialquotienten zweiter Ord- 

nung den identisch zu erfüllenden Gleichungen unterliegen 

of. 0) ß) ß) 
2 en KR —.G, 2 Ye _ Far —% 

0) a op) Im 

of fs Ofro (to) 0 II Ar. (o1) 243 2 — 22) — — ro 
ap ot op ou dp 

2 of ie Yo: ern Vor 101 13: or. uhr A: (10) —=Oo. 

op”) 7 op et op 

wozu, wenn das Prineip der Energie gelten soll, noch die Bedin- 

gungen treten, dass die Funetionen fi; fir ; fa, f die Variabeln t 

und # nicht explieite enthalten dürfen und die Beziehung identisch 

befriedigen 

Fr > 4hofor 
Sitzungsberichte 1901. 98 
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Ohne auf weitere Einzelheiten näher einzugehen, mag kurz her- 

vorgehoben werden, dass z. B. die partiellen Differentialgleichungen 
p — a De Dan u ae xD =o pP) + pe) + pe) + xp —o 

die Laerange’sche Form haben für die kinetischen Potentiale 
2 

I a E I 2 I 3 % N LO al ne ale Br 
= ) F —= H Ei = al Be 3, + 33 

I ale: Sllcht er 
H — —__ „(10°) 0: Sc) a „er) ist Ex 

=; a En = Er 

59 
Uber eine Eigenschaft kinetischer Potentiale mit mehreren 

unabhängigen Variabeln. 

Durch einfache, in der ausführlicheren Bearbeitung näher dar- 

gelegte Betrachtungen ergiebt sich der folgende Satz: 

Ist H ein kinetisches Potential v'° Ordnung von a ab- 

hängigen Variabeln p,.p,,...p, und p unabhängigen Varia- 

beln 4, %,,...t,-und sind die durch das erweiterte HAmıLron- 

sche Prineip 

© 

(1) 0) RN | (H-2, PN r) al,di, ....d —=O, 
u u 

o o (6) 

I tz t; 
{ 

worin die Variationen der Variabeln 9,,p,,...p, an den Gren- 

zen des (Z,t,,...t)-Gebietes gleich Null angenommen werden 

und die Grössen P, als Funetionen der ?t vorgelegt sind, ge- 

gebenen erweiterten LAGrangE schen Gleichungen 

oH d oH d oH d oH 

a op, Ba opt) 73 pe: ER er haPe dt, PTGzee 

dA oH d oH d’ o°H 

I: ya za Sea aan 
E a Bee = P, (=1,2,...u) 

e- di‘ N er 

worin nunmehr Hdie unabhängigen Variabeln 4, 1,,...£ nicht 

explieite enthalten soll und P,als gegebene Funectionen der 

abhängigen Grössen betrachtet werden mögen — wofür dann 

das Hanınron’sche Prineip die Lagrange schen Gleichungen 

nicht darstellt —, so werden, wenn @,.4,,...a, willkürliche 

Constanten bedeuten, 

d’gq (n) 
a6 +9,6+..tat=LPp =4I: —zn 

dt" 
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gesetzt und der durch Substitution von 

(00 .. XIoW en De een ad,n ag, 

hervorgehende Werth des kinetischen Potentials mit (AH) be- 

zeichnet wird, die partiellen Differentialgleichungen (2) für 

das so definirte kinetische Potential v'" Ordnung (A) der u 

abhängigen Variabeln 9,,9%,...9g,und der einen unabhängigen 

Variabeln Zin die totalen Lasrange schen Differentialglei- 

0) „ 

— 

chungen 

Der) ddl). .d* c(H) disc(2l) 
=— 7 Io EI Te Sn SCH" (m er, a y=(P) (s=1,2,...f) 

Bd, arg de’ og" 

übergehen, und es wird sich für ein Integralsystem 

GE DEE. a) le ee) 

der Differentialgleichungen (3) ein Integralsystem der par- 

3) 

VENEN 

tiellen Differentialgleichungen (2) in der Form ergeben 

u =0(ah al, +... HE, 05---6)--- MD = (at ++... Hal, 01, &, ..- 

Man sieht ebenso leicht, dass. wenn z. B. für ein kinetisches 

Potential erster Ordnung, welches die unabhängigen Variabeln nicht 

enthält, die für die Existenz des Energieprineips 

er oH EN oH 2 oH 
SS Bor ee (oX1..10) PER En BEN: la . — 

H Pr ont.) >,P: Oper) De P op. 1) 

nothwendigen und hinreichenden Bedingungen erfüllt sind. man dureh 

die oben angegebene Substitution auf die Gleichung 
u AYz: 

(IS 2 fi 
eg, 

geführt wird, welche für das von 9. 92» --:- 1: 9» Los. - J. abhängige 

kinetische Potential (F) das stets ohne jede Bedingung für (/7) gültige 

Energieprineip für alle Integrale des zu (/7) gehörigen Lasrange'schen 

Differentialgleichungsystems darstellt, und dass somit für eine ab- 

hängige Variable ohne jede Bedingung für das kinetische 

Potential HZ alle vollständigen Integrale des erweiterten 

Prineips der lebendigen Kraft auch der zugehörigen La- 

GRANGE schen Gleichung Genüge leisten. Genau dieselben Sätze 

gelten für das Energieprineip von kinetischen Potentialen beliebiger 

Ordnung. 

Ausgegeben am 21. November. 

Berlin, gedruckt in der Reichsdruckerei 
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