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Die Principien der Mechanik fiir mehrere
unabhiingige Variable.

Von Leo KOENIGSBERGER.

(Auszug aus der in der Nitzung am 17. October vorgelegten Abhandlung.)

Die vorliegende Mittheilung sehliesst sich unmittelbar an die von mir
seit einigen Jahren fortgesetzten Untersuchungen iiber die Ausdehnung
der als Principien der Mechanik bekannten mathematischen Theoreme,
welche ich der Akademie vorzulegen die Ehre hatte und die vor
Kurzem im Zusammenhange in meinen »Principien der Mechanik« ver-
offentlicht wurden.  Wihrend nun bisher meine Untersuchungen auf
die Gestaltung der Sitze der Mechanik wiigbarer Massen nicht nur fiir
den Fall gerichtet waren, dass im kinetischen Potential im gewodhn-
lichen Sinne eine Trennung der actuellen und potentiellen Energie
nicht moglich ist, sondern auch kinetische Potentiale beliebig holer
Ordnung zu Grunde gelegt und fiir diese die Ausdelmung der wesent-
lichsten Sitze der Mechanik wiigharer Massen und der Theorie des
Nrewron’schen Potentials entwickelt wurden, lasse ich nunmehr die
Annahme nur einer unabhiingigen Variabeln, der Zeit, fallen und
werfe die weit schwierigere Frage auf nach der Gestaltung der Me-
chanik, in rein mathematischem Sinne unbekiimmert um die Anwen-
dungen auf Physik, fiir den Fall, dass das kinetische Potential be-
lichig viele unabhiingige und abhiingige Variable und deren partielle
Ableitungen bis zu irgend welcher Ordnung hin enthiilt.

Ich werde mich in der folgenden Mittheilung, um zuniichst nur
den Gang der Untersuchung zu skizziren, auf eine kurze Angabe der
Resultate fitr beliebige kinctische Potentiale erster Ordnung mit zwei
unabhiingigen Varviabeln hesehrvinken: die angewandten Methoden wer-
den aber die Moglichkeit der Ausdehnung auf den allgemeinsten Fall
unmittelbar erkennen lassen, wenn die in meinen »Principien der Me-
chianik « ausfithelich dargelegten Gesichtspunkte in Verwendung kom-
men; die genauere Ausfiihrung der Beweise der hier mitgetheilten
Niitze soll in Kurzem im Journal fiir Mathematik veréflentlicht werden.
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1.
Hulf siitze.
Zur Durchfiihrung der oben angedeuteten Untersuchungen war zu-
niichst die Aufstellung der nachfolgenden vier Ililfséitze erforderlich:
Hiilfsatz 1.
Seien {,, t,, ... {, unabhingige, p,, p,, ... p, von diesen abhingige

Variable, und werde
avx+v: *+ . A

Lo (1262 < 1)
y it pt
orroer ... orx

bezeichnet, so gelten fiir jede Function

VegV vr,) VrViz v o Vi)

R=fltihyyeityopye. . plistimered g plertiastid )

zwischen den Differentialquotienten von R, wenn sie erst
nach ¢.,¢4,...¢ und dann nach den p und deren Ableitungen
oder erst nach den p und deren Ableitungen und dann nach
den ¢ gecnommen werden, Beziehungen. von denen nur die nach-
folgenden. spitter angewandten hervorgehoben werden mogen:

a am,+1112+...+nlxR 8111x+111,+A“+711K P’R)
dp \ 9Fmog™ .. 0™ ) fmar™ ... o \ 9P,

II () '(‘nz Hmy 4. +nz)‘]{ ;\’m,+mz+... +m, . ;'Jf
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1
Z’m‘+mx+...+mx—x BR
SE el B

dfmTrAgm g \ O,

?,]]Il+7”1+"'+”1x1\’) '(‘]m,+mz+.‘.+7nx aR N
o, 7 = Ny m, . | Anf010...0 )
( a8 oL L. dEx o .. o ((’Pe !

’(‘1"1 +04 . M, —1 ({ aR>

m,= ————— | —
+ 2 f‘\[ﬂl, c t«'llz—l o (vt’”x (l])
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I\ . K ) == = - A
(‘[/ :

111

()1)(:"f~~»~ (‘[m,’( [’“a £ 8 /m‘ '(’/m\ e
P A 1, —1 (1 N A —2
il 0 — g ()n, - 1) d""+’”’+ TrmE AR
n, = 2 — : 3 .
=P i, (,[”’x_r(‘[“" (1 (r00...0) o P [,,, = ,//11 ; ,m (1[):
: 2 - - b,
a E‘”L Tl LIPS LR 7L c 'Om o ol LIPS SRR, o ( I{ .
\ 1 a])no:a.‘.kl ( i /m ‘ t!u m ) — E//,; ' /m: [ m (][) 20...0} )
o o oo ]
o+ —1 ity + —2 )
1H gk 1 7)12(//1:— ) () e PEReean oR
S, =y || T 4
o iy i (1, . (= t [‘“r 1% /"’v s ot (‘1)(
. A ..
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d amx+m,'+...+m,‘R aml+m,+...+m,‘ R
VI Op(”c’ -0)’ ( m, 31""2 ] '\f"'x > = af;"' O™ O (apllm )

am,+mz+...+mn—l BR am,+1n,+...+mk—-t BR
G g \ gl ) g g g \ @t

am,+m,+...+m,‘-—2 aR
FIr T T (3}1)

-+ m m,

Hilfsatz 2.

Sind R, . R, ... Functionen von ¢,,4,, ... 7., p,, p,, ... p,, und V eine
R Vor Vi eee Yo (V2 Vazee Va)
Function von ¢,,4,. ... (. R ... RE“ RS g oo M
so ergiebt sich mit Hiilfe der Variation des {iber ein bestimmtes
t-Gebiet ausgedehnten x-fachenIntegrales vonVzwischen den
nach den unabhingigen Variabeln genommenen totalen Diffe-
rentialquotienten der partiellen Ableitungen der Grosse V, als
Function der R oder derp aufgetfasst, die folgende Beziehung:

‘; Vgt te.by, dv”+l’”+“.+yh BV
e (—' I) i
Vory¥azytt Vax d :M (]tf” .l Var ap)(“’m Yaz® Vo)
= ¥ I)”"‘*’”«H—‘.~+vnchV“’+"“’+"'+V“” v R,
-2 — ey,
= 1,200 Vs Vaas e Var g Ves e (VYo Ve) | O
Vazs Vazs oo Van at.“ dt,”* .. . dt, 0 R“ ) y2%

Hilfsatz 3.
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafir,
dass eine Function

(10. (o1 ...

(A S Sy R SRR R 1)) Lople )

sich als eine Summe von totalen nach 7,,¢,...7 genommenen
Differentialquotienten von Functionen der #,p und deren
ersten partiellen Differentialquotienten in der Form dar-
stellen lisst
dK, dK2 dK, :
f—— ’dtz"""‘""’dtx+1'(t”t“""*)’

worin also A, K, ... K, nur von den in f vorkommenden Gréssen
abhingen, ist die, dass fder partiellen Differentialgleichung

of d af d af d Hf .

ap. T, 0ple T d, P9 T d, opfe R T i
fiir s=1,2,...u identisch Genige leistet,

und ebenso folgt leicht, um nur den Fall einer Function von zwei

unabhiingigen Vaviabeln und zweiter Ordnung Liervorzuheben, dass mit
Benutzung bekannter Bezeichnungen
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die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass eine Funetion f(v.y,z,p.q,7,s,f) in der Form dar-
stellbar ist

g do (X, y,2,p,9,7:5,1) " do, (@, Y,2,p,9,7,8,1) y

dx dy

(@,9),

dic ist, dass f der partiellen Differentialgleichung
0 [ 0 /9 E Gl G 7 aAf
¥_dY_dY Y, Y Y
0 du dp dy 9q  dv dr  dedy s dy Ot

identisch gentigt.

Hilfsatz 4.

Um unter sogleich nither anzugebenden Bedingungen den Existenz-
beweis eines kinetischen Potentials von belicbig vielen unabhiingigen
und abhiingigen Variabeln zu {ihren, leitet man mit Iilfe fihnlicher
Variationsbetraclitungen. wie sie fir kinetische Potentiale beliebiger
Ordnung, aber von einer unabhingigen Variabeln in meinen »Prin-
cipien der Mechanik« durchgefiihrt worden, den fiir die spiteren An-
wendungen ausreichenden Satz her, dass

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen da-
fiir, dass p Functionen N,. N,,... N, von ¢, u,p,.p,,...p, und
deren Ableitungen existiren, welche dureh ein und dieselbe
Funection M von ¢, u, p,, Pos .-« P, pU2, pU9, oo plid, plon plon | plon
sich in der Form ausdriicken lassen

. oM d dM d oM

"= Op, e T du N

die sind. dass N in den zweiten partiellen Ableitungen der
p linear ist und die Beziehungen

8N, _ 3N, 9N, _ 3N, oN

*

ul _ ON,
opL? T 9pl’ apl? T 9pt” opt T dpl

oN, d oN, d oN, _ N
Pt T Tt 0PI du optd T opl
N, d 8N, d 9N, _ ON,
B " T Bl =

3N, d AN, d AN, & 3N, & N, & 3N, _ ON,
dp, dt 9p  du opfn T der opi + i api™ +a op — dp,

identiseh befriedigt, und zwar giebt es dann unendlich viele
Functionalwerthe fiir das kinetisehe Potential A, die sich
aber simmtlich, von Functionen der unabhiingigen Varia-
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beln £ und v abgesehen, nur um nach £ und » genommene
Differentialquotienten beliebiger Funetionen von ¢, %,p,, pi°,
P& unterscheiden.

§ 2.

Das erweiterte Hamirron'sche und n’Areyupert sche Princip,
und die erste und zweite Form der erweiterten LAGRANGE-
schen Gleichungen.

Scien ¢ und % von einander unabhiingige, «,,,, ..., von die-
sen abhiingige Grossen. und nehmen wir an, dass die Verdnderungen
dieser Grossen, die selbst noch gewissen Beschriinkungen unterworfen
sein konnen, derart vor sich gelien, dass, wenn I{ eine bestimmte
von t, u, a;, 2", a®) abhiingige Function bedeutet, die wir das kine-
tische Potential' nennen wollen,

i Uy

(1) 3{ f(H_zixzx,.)dudt= 0

v Mo

ist, worin durch die Grenzen ein gewisses (¢, u)-Gebiet definirvt ist,
und die Variationen der z,.x,, ..., an den Grenzen dieses Gebietes
verschwinden sollen, wihrend die X; gegebene Functionen von / und »
ausdriicken mogen, deren Bedeutung nachher festgestellt wird, so
werden die Gleichungen, denen die Veriinderungen der w,, a,,...x,
als Funetionen von ¢ und % unterworfen sind, durch

LyoH d 0H  d 0H

=i da; At dwdal?

(2)

= X;: 31‘,- = ©

gegeben sein, worin die Variationen dz, . dz,, ... dx, durch die in den
virtuellen Veriinderungen linearen Bedingungsgleichungen

(3) i = U.E;fgadn. = ), .A._\i_\lfl,,l-éx,- =o0

mit einander verbunden sein sollen, in denen die Functionen f,; von ¢,
w, &, Z,, ..., aber nicht von den partiellen Ableitungen dieser Grossen
abliingen, und deren Integrabilitit ader Nicht-Integrabilitit die holo-

! Die Annahme von nur zwei unabhingigen Variabeln soll lediglich der Kiirze
der Darstellung halber gemacht werden, und die Bescliriinkung des kinetischen Poten-
tials, nur partielle Ableitungen erster Ordnung zu enthalten, wird genau durch die-
selben Betrachtungen aufgehoben, und die Untersuclhung auf solche beliebig holher
Ordnung erweitert, wie sie fiir kinetische Dotentiale, welche nur von einer unab-
hiingigen Variabeln abliingen, in meinem Buche »Die Principien der Mechanik« durch-
gefithirt wirden. Fasst man a;, 22, ... 2, als physikalische Grossen auf, so wird man
sich z B. unter den unabhiingigen Variabeln die Zeit und die von dieser unabhingigen
Raumgriossen denken konnen.
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nomen oder nicht holonomen Systeme charvakterisivt: die Gleiehun-
gen (1) und (2) stellen das verallgemeinerte Hamizron’sche
und p’AveypErt’sche Prinecip dar.

Durch DMultiplication der Gleichungen (2) mit A, 2,.... A, er-
halten wir die erste Lieraxcr'sche Form der Verinderungs-
gleichungen

0H d 0H d oH

aup A (s

[

=X+ futrfut o N[ =12

also 2 partielle Dificrentialgleichungen zweiter Ordnung in den Grossen
£, 2y, ..., die in Bezug aut die zweiten Differentialquotienten linear sind.

Ist das System ein holonomes, sind also die Bedingungsgleichungen
in der Form

(N 52 ) — o Bl (@, o, B, . = O, . . 10 (160 o U gy 3 e L)) = ©

gegeben, so erhilt man in (4) und (5) 7-+m Gleichungen zur Be-
stimmung der 22 -4 m Grossen a,, &,, ... &,, A, A,, ... A, als Functionen
von tund «, wobei fir /= o0 im Allgemeinen die Werthe von z—m der
Grossen &, , x,, ..., und deren naeh / genommenen partiellen Ditte-
rentialquotienten als willkiirliche Functionen von % in der Form

dz;
:
(@)i=o = Pilu) ’(T) = i)
Ot Ji=o

gegeben werden konnen.

Ist dagegen das System nicht holonom, und enthalten die Fune-
tionen £, dic unabliingigen Variabeln £ und « nicht explicite, so werden
aus bekannten Griinden die Beziehungen gelten

n n n n

S £l — S — fo1) — N — o
S fod =0, N ¥ =0, N frd =o0,... S fa =0,
1 T I 1

und somit durch (4) und (6) 7n - 2m partielle Differentialgleichungen
zur Bestinmung der n~4-m Grossen a,, a,, ... &,, A, A, ... A, gegeben
sein. so dass Bedingungen fitr das Zusammenbestehen der Gleichungen
oder fiir dic Auflésbarkeit des Problems erfiillt sein miissen; fiir den
Fall, dass das nicht holonome System in den Coefficienten seiner Be-
dingungsgleichungen die Grossen ¢ und « explicite enthiilt, muss die
Bebandlung des Problems in jedem cinzelnen Falle den Bedingungen
der Aufgabe angepasst werden.

‘n Y

Nehmen wir weiter an, dass die Bedingungsgleichungen (5) auch
die partiellen Ableitungen erster Ordnung der a; nach ¢ und w ge-
nommen enthalten, dass diese also lauten

2(10)

(7  Elt,uw,x, 2 at) =o0,... B, u, z, o), o) = o,

in welchem Falle das System auch noch holonom genannt werden soll,

oo
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so werden sich aut Grund von Betrachtungen, wie ich sie in den »Prin-
cipien cte.« angestellt, die # partiellen Differentialgleichungen ergeben

) = e
®) On;  dt dat'?  du daP

dt 9209 du qaf?

9 d 3 d 3H . =& (BF,. d F. d E)F,)(__ )

X+3 2

welehe mit den Gleichungen (7) ein simultanes System von n-4-m
particllen Differentialgleichungen in den 2 =4 m Grossen @; und 7, bilden,
und ist das System der auch die Ableitungen der x; enthaltenden
Bedingungsgleichungen ein nicht holonomes, haben diese also  die
Form

n "

(9) 2/, (for 00+ ¢, 02l LAy = o, .. .2[ (foi 024 ¢,,: 02 4L, dad)) = o.

T 1

worin die Coefficienten der Variationen Funetionen von ¢, u, &, a9, al°?
sind, so wird sich zuniichst das System der Differentialgleichungen

ergeben

AT AR el N bl wd R
10 e —— o —— e = A A e N PR
(0) dx; dt 921 du dxl™” ‘+",'” ’(f dt 9zl  du dal? ¢ L

enthalten nun die Bedingungsgleichungen (9) ¢ und # nieht explicite,
so diefern diese 2m particlle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

n ”

(11) B () 0 D) — o, SR/ e s U — L OIS RN,

» 1

welehe mit den 2 partiellen Diflerentialgleichungen (10) zusammen
wiederum 2+ 2m Differentialgleichungen zur Bestimmung der 7+ m
Grossen a; und 2, bilden, so dass im Allgemeinen wieder Bedingungen
fitr das Zusammenbestehen  der Differentialgleichungen oder it dice
Auflisharkeit des Problems erfillt sein miissen.  Fir den Fall jedoch,
dass die Gleichungen (9) nieht von 7 und % frei sind, miissen die
Methoden zur Behandlung des Problems den Bedingungen  der Auf-
gabe angepasst werden.

Uberlegungen, wie sie in der Mechanik wigbarer Massen ange-
stellt werden, fithren zur Zerlegung des kinetischen Potentials H in
dic actuelle Encrgie — 7T und die potentielle Energiec — U
und liefern als Maass der Kraft den Ausdruck

oT d oT d orT

T V@ 59y daen?
withrend die auf a4, wirkende innere Kraft durch
dU d AU d oU

V.= = — T e
' dx, dt 0a¥®  du dal

. n),
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dargestellt wird.  Der IHiiltsatz 4. fithrt dann zu Anzichungskriiften,

welche von der Entfernung und den partiellen Ableitungen derselben

nach ¢ und # abhiingen. und zur Verallgemeinerung der Wener'schen

Kraft in der Form ‘

mm,  mn, (r‘“’” plon)? r(“’)r(“") 20mm, (r(“’) 72 r"’))
- )

g T “+ i
e r i v

2 o2

P 2 w2 P
% - % “; 3

o

worin m, m,, %, z,, #, Constanten bedeuten, und fiir welche die Kriifte-

function durch
(10)2 (or)2 ,(10) (1)
min 7 7 oy
W=-'@+wr+<f+u )

r % o 2

dargestelle ist. Withlt man in Analogic zur Mechanik witgharer Massen
aus spiiter ersichtlichen Griimden in Riicksieht aut” das Energieprineip
fir die lebendige Kraft 7" hei einer abhiingigen Variabeln die Form

a
T — 72‘ (‘,l‘(xo) S l_(ox))z’
also allgemein
L
T = Tzidi (x:txo)__*_ xEOX))zf
- L}

o wird das Maass der Kraft durch
X = a (24 2289 4 2l
dargestellt sein.
Endlich ergiebt sich vermége des Iliilfsatzes 2., wenn p,, p,, ... p.
Grossen bedeuten, durch welche a,, a,, ... 2, so ausgedritiekt werden
konnen, dass den Zwangsbedingungen

F ot w. a0, ...w) =0, F. (¢t . = o
identisch geniigt wird, und
2 a l:
et £
-m\z(;p = P

gesetzt wird, die zweite Form der erweiterten Lacraxee schen
Gleichungen

oH d oH d 0H

Op. dtptT T du 9pt

= /2. (s=1,2,...n),

und als zugehorige Form des 1layiton schen Integralprineips

d!“‘r( Pp)(ludl:O, ()

wenn die Variationen der Grdssen p,, p,, ... p, an den Grenzen des

(¢, u)-Gebietes verschwinden, und P, als Function von £ und % gegeben ist.
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Das erweiterte Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft.

Gehen wir von den Gleichungen

CENN
Pt du op) T F

(=168 000

aus, so crgeben sich zuniichst die beiden Beziehungen

(1) i
op, dt

< p(w)alf = (m)‘d
—elB T =l
oH d

§‘ {or) N plon
Py T =l

EII_—-T ('o)—d— TBE“
')I)un) s LS 1 ()pf<°“
Ll N
aplo ™ a= gy Apen T

— 5

= SENE.

S\ P p(cl)

1)

welche, wenn II die unabhiingigen Variabeln ¢ und w nicht explicite

S

(o1)

s

oH

enthiilt, wie leicht zu schen, in
g e :; i ;‘ifi W E = S
ihergehen. aus denen <lm-c]1 ]Iultil)li(-ntiuu mit df und du und Addition
(IH—-B[(ZZ\ P ij“' r’/itz*l 4 (;{i)] - +[ {iz\](“);;[{) {(7;

folgt, eine Gleichung, aus der nicht,

=3, P.dp,

opt™

wie aus der analogen fiir eine

unabhiingige Variable, ein Integral der particllen Difterentialgleichung (1)

hergeleitet werden kann.

Nun findet man aber leieht,

suchung hervorzuheben,

hiingige

kinetische Potential H die

nicht explicite enthiilt und identisch der Gleichung geniigt

o°H  o°H ocH \*
<5) P\m| dp[olF a Vap(wlcp(\:) .
oder was dasselbe ist
6 oH oH )
\0) ’dp‘_,., = @ (11)(\.-1) » P>

um hier nur das Resultat der Unter-
dass, wenn das nur von ciner Variabeln p ab-
unabhiingigen Variabeln ¢ und

worin ¢ eine willkiirliche Funection bedeutet, jedes Integral der par-

tiellen Differentialgleichung

— plo) oL
opt

(7) %

erster Ordnung
oH

— plen)
2) (/p(ul)

o)

= (Pdp+ 1,

[
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worin / eine heliebige Constante und £ eine Funetion von p hedeutet, und

die das Energieprincip ausdriicken soll. wenn nicht zugleich
o O H o H o

o A =0 oder pr—c— 4y - — g

ap (10) ap(m)ap(m) ApIgpten ')p o1)

ist, auch die erweiterte Lacrance’sche partielle Differentialgleichung

T R d JH

dp dt W die dpty

®)
(9) = P

befriedigt; soll ferner umgekehrt ein Integral von (9) dem Energie-
prineip (7) geniigen, so miissen die Gleichungen bestehen

a',‘[ 4()~I'l 1 20, 10, Tt
a = (p(m)p(oz) _])(ox)p(")) = '(;7(-0)31)(01) (p(o ) plee)d — plredyylin)
oIl 0" H

01) 5 (20 10) (11 10) (o2 01) (11

e (e pleo) — e 0y — ) (o) ple) — e ey

also jedenfalls wieder die Bedingung (5) erfiillt sein, und es ergicht
sich somit,

dass unter der Bedingung (5) und nur unter dieser un-
endlich viele Integrale der Lacrance’'schen Gleichung (9)
dem Princip der Energic (7) geniigen, und alle. die diesem
cgeniigen, auch die Lacrancér’'sche Gleichung hefriedigen,
dass jedoch nicht, wie es fiir kinetisehe Potentiale mit einer
unabhiingigen Variabeln im Sinne der Mechanik wigharer
Massen der Fall ist, alle Integrale der Laeranan’schen Be-
wegungsgleichungen dem Energieprineip unterliegen.'

Fiir den dem freien und unfreien Systeme in der Mechanik wiig-
harer Massen entsprechenden Fall, in welchem das kinetische Poten-
tinl 1 in den Grossen p. pU, p© homogen vom zweiten Grade ist mit
constanten oder von p abhingigen Coefficienten, also die Form hat

= £, P £ () pe £ () pt - f(p).
erfordert also die Existenz des Energieprincips die Beziehung
S =4SPV for(P)s
und es nimmt somit tir die Form des kinetischen Potentials
0= (Vfiulm) " + VL ) +£(p),

worin der erste Theil nach dem Fritheren als die lebendige Kraft auf-
zufassen ist, das Energicprincip die Gestalt an

— (Vo ) P+ Ve (p) P +f(p) = .

! Vergl. die Ergiinzung hierzu in § 9.

Sitzungsberichte 1901. 97
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Wenn in Analogie zur Mechanik wiigharer Massen, wie oben her-
vorgehoben worden, der lebendigen Kraft fiic eine freie abhéngige
Variable @ die Form gegeben wird

T — é(x(m)_'_ P
also :
o >
1= —-2—(x(’°)+x‘°") + fla)

ist, so sicht man leicht, dass das durch die Beziehung
o 2
- (2" 4 2 - fla) = w (—u),
worin w eine  willkiirliche Funetion bedeutet, dargestellte Energie-
princip ein Zwischenintegral der Lacraner’schen Gleichung ist.
Durch iihnliche Schliisse finden wir
als nothwendige und hinreichende Bedingungen dafiir,
dass fir das durch die beiden Laeraner’schen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung
oH d JoH d oH oH d oI d OH
op, dt @ dw op™ T " dp, dt 0pt?  du dpt
heschriebene Problem, worin das von p,. p,, p, p&, pte), pe?
abhingige kinetische Potential H die unahhiingigen Varia-
beln ¢ und # nicht explicite enthilt, und die von p, und p,
abhingigen fusseren Kriifte 2, und P,der Beschrinkung unter-
licgen
8 P, ap

dap,’

=P,

ap,
das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft in der
Form existirt
on oH . oH oIl A
250 (10) or lon) o
1= (04 i +28 W) ‘(f"’ e T ap) = [0+ Pdpaw
— und es ist dies die einzig mogliche Form —, die iden-
tisch zu befriedigenden Bezichungen
O*H 9211 °H OH o H & H

aptap, : P op, T I dp, 5 OpUIop, " dpteiapet T apLeapln
cH @ _( ¥H Y ¢H eH _( ®H Y
- (3};‘[“"3[)‘,;")’ }?}12‘52' é})‘z‘”z e (a_p‘:’“’ apf"))’

o OH _( o >

(o1)*
1

e

e e — \Gpept )
d=H) oRHE S0 HE o R ocH  H 0°H

E,(xw)“ 5])(;.)1 a o 3]’(:“‘)2’ A dplen py . 3])(‘“;1' ap(xw)ap(:m)'
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Es nimmt somit fiir den dem freien Systeme in der Me-
chanik wigharer Massen cntsprechenden Fall, in welchem
das kinetische Potential H die Form hat

worin A, B, C,«,8 willkiirliche Constanten bedeuten, das
Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft die Gestalt an

— g™ 4= B — Blap™ 4 Spety'— Clapt™ 4 Ep ) ap™ + Bpt™y 4 f{ p, -

- [(1’,(11), . i 1,

und dihnlich fiir den dem unfreien System in der Mechanik wiigharer
Massen analogen Fall.

Ganz dhnliche Betrachtungen gelten fiir den Fall von mehr als zwei
abhiingigen Variabeln.

3 4
Das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung.
Betrachtet man in dem Doppelintegrale
s
(1) J =f [f(.r, Y2, p, Q)dyde,

o Yo

0z 0z

worin p = % 1= 9, ist, 2 und y als Functionen von » und w. so
& Y

wird, wenn

é"“ — o) ?:U — 4l f"[ — yto ayA - 7/(01) ?-c — j)_: — Sl
dv " Ow . *ow 7 T dv dw
und - o o
dx dy x dy :
2 - . - ¥ — ]) = .’Lf(m) (o1) __ 1) {lc\.
(2) dv dw  dw dv Y Y
2009 o1 o) gfen) o) gfoe) (e ylon)
y Dflx,y, 2,7 S ot

— 1,‘(& - B e ;]“(m), J'(N), ?/(xo), :l/[ox)’ :(m)’ :(ux))

gesetzt wird, das vorgelegte Doppelintegeal fiie die Transformation des
(w, y)-Gebietes in das (v, w)-Gebiet in

e
(4) = j [F(.v, Y, &, a0, gl g0 gfen) sle) o) iy

iibergehen.

Soll nun die Variation dieses Doppelintegrales unter der Voraus-
setzung centwickelt werden, dass auch die Grenzen des gegebenen
(@, »)-Gebictes sich dindern, so wird man (4) nur so zu variiren haben,

97°

H = Aap!™ 4 Bty 4 Blap' 4= Bp) 4 Claplt 4 Bpl™) (aplie 4 Ep™) 4 fLp, - po) -
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dass év und dw am Rande des (v, w)-Gebietes verschwinden, und man
crhiilt in bekannten Zeichen nach Rickfithrung der Variation des Inte-
grals (4) in (1) den Ausdruck

& o df dd )
(5) B{ff Y2, s Qudyde ff( f_ - (f {;y a"};)(3:—];3.1"—(153/)11'//10'
/o ) Z
I[f(éj o) I",h +l {f@t —a'dy) I/J] + f l(;{; Y ;]};)(3:—113.1'—113.:/)] o
0 0 &
+ [ f ( dj: a‘g};)(&'— pow— qdy) (ly] 5

und genau dieselbe Form hat die Variation des Doppelintegrales, wenn
mehr als eine ablifingige Varviable in der Funetion unter dem Integral

vorkommt.
Seien nun die erweiterten Lacranee’schen Gleichungen

6) JdH  d ol d ol —p ’ !
p— iy G =il Py 00 1
’ Op, dt opt T du 9t :
ceocben. und werde die Energie
oH & ol
(10] o) ST
(7) Il Eel) U '\I (10) ZEPE dp;ul) ]1‘

gesetzt, so o erhiilt man unter der Voraussetzung, dass aueh die un-
abhiingigen Variabeln ¢ und % selbst variiren sollen — eine Voraus-
setzung, die unter der nachher zu machenden Annahme der Giiltig-
keit des Energieprincips aus bekannten Griinden nothwendig ist —
nach (7) vermodge der Beziehung (5)

ty uy

t, u,

NEE (& (0H 4 OH d oH ;

) 3 ( (10) 3 1)}
(8) o [ I I dudt —-_' /I \! i (,()I)S —a '()pi“‘)_dll 31).5"”) (S, — pb 8t — PV du) dludt

o

o U U,
t, B g
d1l JdH
N (10 ),/
ﬂ 0 (S —u (Bl)l 4/l+ I 'L ot —t' Su)tlul —J [ (dp("')él apte 3”) (P 4 g )] ot
s 228
i ) 2 i ) 11 u
o OH oIl . . v le (ol 0 ‘4
g - BN )07 47 \ o S
=F ‘ ’\ (( Ipte ] ol '("|/,(‘n ) d“’) A sl )’h{ll"‘ { [\ (('I'M) ,l’:ln,) U) ‘;P\] di
g ‘ Ay “

u

12

e e
e | f"\" (‘(}11(‘ (111“’” )Al)'~ ’l'[] i
. t
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Nun findet man aber leicht unter der Voraussetzung, dass dussere
Kriifte nicht vorhanden, und das kinetische Potential den oben fiir
die Existenz des Energieprincips

- oI , OH
= N— ('°) o —
E=1 Ee uo) Z? dp“"’ =1
erwithnten nothwendigen und hinveichenden Bedingungen  gentigt, die
Bezichung
(AT i, S oy ¢ t ?
5 o 5 B )
kq) 81]12'(11((” = { 15E1[1111t+h [](M— t'Bu.)du] s ﬂ du— u'z;[‘ rllS
- . "()
to ug 'ln Tvu ? %, & t{u '

und durch Subtraction der Gleichungen (8) und (9)

tu i u
1 1

(10) 5{[(/1—— EYdudt =’ ’\; ((71[—-’14 Val.l d oH > (Opy— piro) 8¢ — ple? Suiy dudlt

Ap dE PO du A
o Oy 1, u,
t, U t, "
oH 'ou el
’ . ’ Sl‘rlmlt—. ’ |2 (up‘”" ot — i )(p( 4+ ) i

t

t 7,
P f dH - ()H N (P 4 £y f B BH,__.’)H { ) p | di
— (]P' " 41;“ ’ o9 ’)1‘[ o ‘1’“ . |
© G

-

i,

. L .t
o (OH oar \ .
4 If\‘(_, (i‘pf\‘“’ —gpe t ) op.du

Sollen nun die Werthe von p,....p, den Lasrance’'schen Glei-
chungen (6) fiir verschwindende #ussere Krifte' Gentige leisten, und
ausserdem ihre Variationen an den Grenzen des (4, #)-Gebietes ver-
schwinden, so geht das durch die Gleichung (10) ausgedriickte
Prineip der kleinsten Wirkung in

o

(11) & ‘lx’i;}l—ﬁ') du dt = — '{]ZKE:ZU dt,
0t t 1t

und bei der Annahme, dass die verglichenen Verinderungen .
cbenfalls dem Energieprineip, nur mit ciner anderen Encrgic-
constanten, gentigen, in

U oDie oben gemachte Annalune, dass fiussere Krdifte nicht vorhanden sind, ge-
schah nur der Kiirze der Darstellung wegen, da sonst nur die im § ¢ meiner »Prin-
cipien der Mechanike gegebene Deduction an die Stelle der oben dueehgefivheten tritt.
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i u; 5 i
(12) Sff(fI—E) dudt = — Mffdudt
t,u, t5 Uy

iiber; setzt man endlieh noeh fest, dass die Constante der
Encrgie fir die normale und die verglichenen Verinderungen
dieselbe sein soll, so ergiebt sich das Prineip der kleinsten
Wirkung in seiner einfachsten Gestalt
tuy
(13) 8”(H—E)rludt=o
fou,

fiir alle dicjenigen Integrale der Lacraxce schen Gleichun-
gen, welehe dem Energieprineip unterliegen.

# 5
Das erweiterte Prineip der Flichen.
Aus den Lacrance’schen Gleichungen
oH d oH d oH
dp,  dt P du dpt T
dI d A d oH
o, e =

folgt leicht, dass, wenn I identisch der Gleichung geniigt,

s N, AH\ (G 0H A0 ,)(\_,_311 o 011
Aﬁx.?;) px'(\v)ﬂ ]x(]p} Pa ]1)1;..) y Ql)(m) + A '(I)K D ap(u %_

also die Form hat
(1) H=F,u.pi=4p:. pi’ 4 ptor p” 4 pl” . PP D, ,p("’)p(‘”’+p(“ 1:‘"”
PEIPET A PO p p e p gl p gD, plY ) P plIpt)
und

JH oH oH oH il
Zx . (P (ltul — P \p(l ) — ]\ 2 zr« %([*(]1)1 )1} p”()p\m)) == A“

EoBooc-0

,_,”([)P——‘))P)_I\

gesetzt wird,
dK,  dk, .
(2) +» = K
dl du
ist, cine Gleichung, deren Integral dem Princip der Flichen
in der Mechanik wiigbarer Massen analog ist. Ist fiir ge-
wisse Formen des kinetischen Potentials

A, = vk,
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worin-v cine Constante bedeutet, und sind dussere Krifte
nicht vorhanden, so geht (2) in
dK, Ak,
s

(3) dl + “du

iiber, und es lautet somit das dem Flichenprineip analoge
Integral

o o
{4) "g,:x(pz Ipto —P. %;,—OJ = plu—1i),

worin ¢ eine willkiirliche Funetion bedeutet.
Dieser Fall wird z. B. fir den im § 3 hervorgehobenen, dem
des freien Systems in der Mechanik wiigharer Massen analogen Aus-

druck des kinetischen Potentials eintreten, wofiie A, =-'q](, ist, und
o

das Flichenprineip somit die Form annimmt

OH 0H 8,
% Pgpp P = U,

a(p,pl@ —p, pt) 4 B(p, pled — p, pt) = %rﬁ (?1 — g f) }

worin ¢ eine willkiirliche Funetion bedeutet.

§ 6.
Das erweiterte Princip von der Erhaltung der Bewegung
des Schiwerpunktes.

Ganz ihnliche Betrachtungen, wie ich sie in meinen »Prineipicn
der Mechanik« angestellt habe, fiithren zu dem Satze, dass, wenn
die Zwangsbedingungen eines Problems nur von den Diffe-
renzen der Variabeln a,,x,,...2, abhingen, und

F=wa(l, 1o, —a, . 0, —2,, .., — )
gesetzt wird, worin A irgend ecinen der Indices 1,2,...2

und w eine beliebige Funetion bedeutet, unter der Annahme,
dass das kinetische Potential H die Form hat

,

HN=H|\t,u,x,+wlt,u,a—, .. ¢—), ,Tgw)_'_,dw L c
; dt du

G+ H, (¢, v, x,—ax,, 2" — ), gl — gy,
worin x,—a, alle Werthecombinationen der Differenzen der
Grossen a,,a,,...x, darstellen soll, und H,, H, willkiirliche
Functionen ihrer Argumente sind, dic Beziehung gilt
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oH, d J9H, d M, =
(1) E T A e B = e
welche dem Schwerpunktssatze analog ist.

Setzt man den friher getroflenen, denen der Mechanik wiigbarer
Massen analogen Bestimmungen gemiiss

T =S, feat + Balr),
;

so wird, wie leicht zu begrimden, die Beziehung (1) stattfinden,

wenn fiir zidi =
1

1 § ;
II, = —“(uf;(“)—l—,ef(“’)’, E=aa,+wx,+...+azx,
cesetzt wird.

§ 7
Transtformation der crweiterten Laeranae’schen Gleichun-
cgen in das erweiterte Haminron'sehe Differentialgleichung-
system.
Um unter der Voraussetzung, dass fussere Kriifte nicht vorhan-
den, in die erweiterten Lacrance’schen Gleichungen
off  d JOH d ol
dp, dt opi™  du dptn T

(O="1, &, e

stalt. des kinetischen Potentials I, in welchem £ und 2 nicld explicite
vorkommen sollen. die dureh den Ausdruck

')H z oIl
= H— \ —S pln,
1,, (]ptml ‘I—tepe (]p(’w-)
definirte Energie cinzufithven, setze man

oy, B
aj)"xo‘ = ‘Ig" h (]]J o) — ’1‘ ) ’ (2= 115 83 coo (10

und dritcke aus diesen 2u Gleichungen die 2p Grossen
N (1) (10 o (o1) o1) (o)
Pl ol L e, plen e g
dureh

‘ , ) B len) plen) (o1)
Ve [P BB o Oh & G oan U Gl g™ o o g

aus. Man erhiilt sodann statt der p partiellen Laerancr’schen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den abhingigen
Variabeln p,, p,. ... p, das simultane System von 3u particllen
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Differentialgleichungen erster Ordnung in den 3u abhiingi-
gen Variabeln ¢, ... gt ¢ o gt p, oo,
dp. _ _ E) p, OE) 9g  dg _ 9(k)

= —h, At = —mens A b == =1, 2,
dt gl du dgt’ ot du dp, '
worin (£) den in die neuen Variabeln transformirvten Werth der
Encrgie bedeutet, und die das Analogon zu dem Ilaminron-
schen totalen Differentialgleichungsystem in der Mechanik
bilden.

§ 8.
Uber dic auf die erweiterte Lacraner’sche Form rveducir-
haren particllen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Wenn man die partiellen Difterentialgleichungen zweiter Ordnung
Fit, w, pio, po, o), 50, pl) — o
in ciner abhiingigen Variabeln p und zwei unabhiingigen Variabeln ¢
und % aufstellen will, welche sich in die Form der erweiterten La-
GrRANGE'schen Gleichung
oH d OH a4 Il
— = =0
dp  dt Ip  du dp*?
bringen lassen, wird nur die Frage zu beantworten scin, wann die
Function £ ein kinetisches Potential besitzt, und es ergiebt sich so-
mit aus dem Iliilfsatz 4. des § 1, dass die gesuchte Difterential-
gleichung von der Form sein muss

Sooltow, p, p, pO) PO f (L w, p, P9, p©7) P
+f2 (l s UL, P, p(m)! P(m))P(( 2 +f(t’ u,p, ]7(")), ]’(M)) = 0,
worin die Cocfficienten der particllen Differentialquotienten zweiter Ord-

nung den identiseh zu erfilllenden Gleichungen unterliegen

e _ e _ f O _

: g];“"’— apy — 7 3 97):”_'8])“"’ e
i Y

PPN S CAZON (or) =

T optr T ot dp du  dp P p

2 a{;_ 2 Qfo —a (o} oz (”)__ﬁfu_?j‘up(,,\) — O,
ap*? ou dp dt  dp

wozu, wenn das Princip der Energic gelten soll, noch die Bedin-
gungen treten, dass die Functionen f,,, f,,, f...f die Variabeln ¢
und z nicht explicite enthalten diirfen und die Beziehung identisch
befriedigen

[ = i

Sitzungsberichte 1901. 98
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Ohne auf weitere Einzelhiciten niiher ecinzugehen, mag kurz lier-
vorgehoben werden, dass z. B. die particllen Diflerentialgleichungen
p(u-) pan uzp(oz),p(m)_i_p(oz)_i_ ¥'p=o0 p(zoo)+p(020)+])(ooz)+xzp 5

die Lacraxcr'sche Form haben fir die kinetischen Potentiale

= —tpr g & ],rm)z T e e _‘,p(mv_},p(o-)’ + ’_p
2 . 2 2 2
1 1 B 1 x%
— 100 T per0)® - (vo1)? © e
= 4 P4 v S e
30

Uber ecine Eigensehaft kinetisecher Potentiale mit mehreren
unabhingigen Variabeln.

Durch einfache, in der ausfithelicheren Bearbeitung néiher dar-
eelegte Betrachtungen ergieht sich der folgende Satz:

Ist Il cin kinetisches Potential v*°* Ordnung von p ahb-
hiingigen Varviabeln p,.p,,...p, und p unabhiingigen Varia-
beln 4, 4,...4,-und sind dic durch das erweiterte HamiLron-
sche Princip

it

# i
(1) 5| f (=S oy @ =o,
¢

worin die Variationen der Variabeln p,.p,,...p, an den Gren-
zen des (4,4, ...1)-Gebietes gleich Null angenommen werden
und die Grdssen P, als Functionen der ¢ vorgelegt sind, ge-
gebenen erweiterten Lacrance'sehen Gleichungen

JH d oH d oH d oH
2) dp, T, ()p(‘“" o dt, Oper o —;Ile ople
? 0 H 175 oH a 32H
aa de opte ) +7/t, dt, dp"‘ o e +;{t: ap“” 5

d JH
a’t‘ 6})“” -
worin nunmehr H die unabhéngigen Vaviabeln £, 4, ... £ nicht
explicite enthalten soll und P, als gegebene Functionen der
abhiingigen Grossen betrachtet werden mégen — wofir dann
das Hamrnron’sche Princip die Lacrance’schen Gleichungen
nicht darstellt —, so werden, wenn a,.qa,, ... a, willkiirliche
Constanten bedeuten.

+ .. (—17)- =1 G=1,2,...1)

d"q,

a,t1+a,li+...+a‘,lﬁ= — q“idl’ = qﬁ’)
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gesetzt und der durch Substitution von

P = G oo IR Ly SRR G PSR S oo
hervorgehende Werth des kinetisehen Potentials mit (H) be-
zeichnet wird, die partiellen Differentialgleichungen (2) fir
das so definirte kinetische Potential v*** Ovdunung (H) der p
abhiingigen Variabeln¢,,q.., ... ¢, und der cinen unabhingigen
Variabeln ¢ in die totalen Lacrancr'schen Differentialglei-

chungen
AH) 4 A dF U & A
» L —1) =(/P SEF g oo B
5 9, —dt o, T A + (=1 4 3gt) (P) (=120

tihergehen, und es wird sich fiir ein Integralsystem

U =@ (0 @iy @ 0 c 0 @)y 000 G = @ (U G B o 0 0 @)
der Differentialgleichungen (3) ein Integralsystem der par-
tiellen Differentialgleichungen (2) in der Form crgeben

=g, (@t,t+at,+...+af.c....6),...p. = (0L +OL+...+al, ¢ 0, ... C

Man sieht ebenso leicht. dass. wenn z. B. fiir ein kinetisches

Potential erster Ordnung, welches die unabhiingigen Variabeln nicht
enthilt, die fine die Existenz des Energicprincips

- JH - o - JH
N poees Y ereg O Q0 oy 9
1 }r,\px e \_',Ap.v opa T \—."p Ao = h

nothwendigen und hinveichenden Bedingungen erfiillt sind . man dureh
die oben angegebene Substitution auf die Gleichung

5 A(H)
(11)—'_,},.'13 3 =/

gefithet wird, welehe fiie das von ¢, ¢.. ... ¢., ¢i, 4., - .. ¢, abhiingige
kinetische Potential (£) das stets ohne jede Bedingung fiir (1) giiltige
Energieprincip fiir alle Integrale des zu (1) gelidrigen Lacraner'schen
Differentialgleichungsystems darstellt, und dass somit fiir eine ah-
hiingige Variable ohne jede Bedingung fiir das kinetische
Potential H alle vollstindigen Integrale des crweiterten
Princips der lebendigen Kraft auch der zugehiorigen La-
GrRANGE schen Gleichung Genilige leisten. Genau dieselben Siitze
gelten fir das Lnergieprincip von kinetischen Potentialen beliebiger
Ordnung.

Ausgegeben am 21. November.

Berlin, gedruckt in der Reichsdruckerei
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