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Uber die Schwingungen zweier Pendel mit an-
nihernd gleicher Schwingungsdauer auf gemein-
samer Unterlage.

Von Dr. Pu. FurrwiNGLER
in Potsdam.

(Vorgelegt von Hrn. Hervert.)

I. Die Differentialgleichungen des Problems.

Sclnvinuen zwei Pendel auf gemeinsamer Unterlage mit  parallelen
Schneiden, so gelten, wenn man sich auf kleine Amplituden heschrinkt
und voraussetzt, dass die Unterlagsfliiche elastisehe horizontale Parallel-
verschiebungen crleidet, deren Grosse der Summe der von beiden Pen-
deln ausgeiibten Horvizontaldrucke direct proportional ist. mit geniigender
Genauigkeit die Differentialgleichungen':

" N 7 772 IYZ ”
¢, 2%+ by = — .
. & (1)
17 ’ 72 Y 2'}‘( L
q’z+2x2¢z+1y,¢z 5= 1' ¢, .
L} 2 2

Hierin bedeuten die Accente Differentiationen nach der Zeit ¢,
¢, und ¢, sind die Elongationen der beiden Pendel, 7 und 7, ihre
Schwingungsdauern bei unendlich kleiner (oder besser constanter mitt-
lerer) Amplitude, wenn sie einzeln auf demselben elastischen Stativ
schwingen; vy, und vy, sind die Vergrésserungen, welche die Schwin-
gungsdauern der beiden Pendel durch das Mitsehwineen der Unterlage
erfahren, %, und %, sind Dimpfungscoetficienten. Im Anschiuss an diese
Erklirungen seien gleich noch folgende Bezeichnungen notirt, die spiiter
benutzt werden:

! Auf die Ableitung dieser Gleichungen gehe ich hier nicht ein; dieselbe ist
durchaus analog der Ableitung der Differentialgleichung fiir ein einzelnes auf einem
elastischen Stativ schwingendes Pendel, die in »F.R. Heimerr, Beitrige zur Theorie
des Reversionspendels. Potsdam 1898« III. § 7 ansfithrlich gegeben ist.
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Da bei den folgenden Entwickelungen aui eine detaillirte Fehler-
schiitzung. die ich einer spiteren austiihrlicheren Arbeit vorhehalte, ver-
zichtet werden soll, mag es bei Genauigkeitsangaben geniigen,

T, und 7, als endliche Gréssen,
Sy Py #yy %oy Vo, YVa. I.— T, als kleine Grossen erster Ordnung

zu bezeichnen.

Um eine bestimmte Losung der Differentialgleichungen (1) aus-
zusondern, miissen noch die Anfangsbedingungen gegeben sein. Es
sei zur Zeit

=w© W, = @, o= u,b, b, = «, @ = b, (3)

Um zu einer praktischen Behandlung des Problems zu gelangen,
das bei directer Integration der Gleichungen (1) nach den gebriiuch-
lichen Mcthoden zu umstandlichen Rechnungen fithet, benutze ich die
Analogic zwischen den lincaren homogenen Ditferentialgleichungen und
den gewdhnlichen algebraiselien Gleieliungen.  Ieh zerlege die linken
Seiten in (1) gewissermassen in Linearfactoren unter Benutzung com-
plexer Grossen und bestimme die Storung, die ein ecinzelner Linear-
factor durch die Storungsglieder erleidet.

Zu diesem Zweck definive ich zwei complexe Grossen u, und w,
dureh die Gleichungen: 0

4"4)'= (4)

n,

U, = ¢,

aus denen si¢h als physikalische Bedeutung von u, und w, die folgende
ergibt: der absolute Betrag oder Modul von %, und %, stellt die mo-
mentanen Amplituden®, das Argument von %, und », die Phasen der
beiden Pendel (von dem positiven Umkehrpunkt aus gerechnet) dar.

Da die Functionenpaare ¢,, ¢, und ¢, ¢. beide Differentialglei-
chungen von der Gestalt (1) geniigen. gilt in Folge der Linearitiit
derselben das gleiche von u, und w,, so dass also die Differential-
eleichungen hestehien:

! Die Amplitude erscheint bei dieser Auffassung als continuirliche Function der
Zeit; die leem:tuumun‘r mit der gewdhnlichen hr]\larlm" der Amplitude liegt auf
der Hand.
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Fiir %, und %, gilt ausserdem, wie man leicht erkennt:

il i,
U, +—=2 u, + =2,
n n,

L

wo 2 ein Symbol fiir kleine Grossen zweiter Ordnung sein soll.  Daraus
folgt aber, dass die complexen Gross

I oL I .
5 == Uy — b — g, = U, —!-
2 " 2 ",

o/

bis auf kleine Grossen zweiter Ordnung mit %, und u, identisch sind.
und zwei fiir 2, und 2, giltige Difterentialgleichungen werden daher
auch fiir #, und %, gelten, wenn man diese nur bis auf kleine Grissen
zweiter Ordnung ermitteln will.

Durch Benutzung von 2, und z, ist es jetzt moglich, die zweiten
Differentialquotienten in (5) zu ecliminiren; man bekommt:
=i 2, = — kU, — i, 3
2 — Nz, = — R U, — i, 3

Auf der rechten Seite der letzten Gleichungen setze man statt u,
und #, die Grossen 2, und z,, da durch diese Substitution nur kleine
Grossen dritter Ordnung vernachlissict werden. Man hat dann zwei
linearve Differentialgleichungen fiir =, und =,. die nach dem frither Be-
merkten bei der hier erstrebten Genauigkeit auch fiir %, und #, gelten,
so dass das Problem sich jetzt auf die Integration der folgenden beiden
linearen homogenen Differentialgleichungen  erster Orduung  redueirt :

w4 (o, —inu, = — i, 6
U, (x, — inyu, = — iuge, . ©)

Diese heiden Differentialgleichungen kénnen véllie die Difterential-
gleichungen zweiter Orvdnung (1) crsetzen, wenn man keine grossere
Genauigkeit verlangt. als sie bei Pendelbeobachtungen mit den ge-
briiuchlichen Mitteln erreichbar ist.

Fir die spiter beabsichtigten Anwendungen kommt vor allem der
Amplitudenquotient und die Phasendifferenz der beiden Pendel in Be-
tracht. Es ist deshalb wesentlich, dass sich aus (6) eine einzige
Differentialgleichung fiir «,, = w, : «, herleiten lisst; u,, ist ndmlich, wie
sofort ersichtlich. eine complexe Grisse. deren ahsoluter Betrag wleich
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dem Amplitudenquotienten und  deren Argument gleich der Phasen-
differenz Dbeider Pendel im Sinne der Indices ist. Man findet aus (6):

L — e, — 2(0, 4+ 1A DU, — i, . (7)

Entsprechend findet man dureh Vertausehung der Indices 1 und 2, dass
- Us 1 s .
fir «,, =~l’» die Gleichung gilt:

l’l

du,,

. = T - 28, 4+ TA Y, —iu, . (7)
(

Welchen der beiden Quotienten 2,, und #,, man in einem gegebenén
Falle am besten benutzt, hingt von der relativen Grisse von u,
und %, ab.

Es sei noch die Zerspaltung der Gleichung (7) in ihre reellen
Bestandtheile angefiihet. Bezeichnet man den Amplitudenquotienten
mit »,, und die Phasendifferenz mit f,,, wobei die Reihenfolge der
Indices angibt, wic die betreffenden Grossen zu bilden sind, so er-
aibt sich:

do,, e /7
= — 28,0, — (.03, + ) sin [,
" ' (s)
Vot oo (= ) eon (
By, 0 == — 20 (2 B === [E)) €O foy, o
21 fit 7 1 2 , (‘)\‘

II. Folgerungen aus den Differentialgleichungen.

Man beobachtet die Sehwingungen zweicr Pendel auf gemeinsamer
Unterlage. um dadureh den Eintluss des Mitschwingens der Aufstelluug
(Stativ. Pteiler und Untergrund) aut” die Sehwinguneszeiten der beiden
Pendel, also v, und vy, oder w, und u, zu ermitteln; da das Verhilt-
niss v,:v, als bekannt anzusehen ist', braucht nur eine von den beiden
Grossen ermittelt zu werden. Im Folgenden sollen auf Grund der
Differentialaleichungen (7) oder (8) cinige Methoden zur Ermittelung
des genannten Einflusses, die sich als praktisch brauchbar erwiesen
haben, skizzirt werden.

1. Wenn man den Versuch so einrvichtet, dass nach einer ge-
wissen Zeit ,, merklich constant wird, d.h. dass der Amplituden-
quotient v,, und die Phasendiffercnz f,, mit fortschreitendem ¢ keine

. du,
oder doch nur sehr geringe Anderungen erleiden, so muss fl—;i Null
a

Mihe  DLE
1 Es ist y::9. = ;,2 iy ,;;z , wenn .M;, M, die Massen der beiden Pendel
und %;. k. die Abstinde ihrer Schwerpunkte von den Drehungsachsen bedeuten.
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werden. - Es miissen daher nach (8) fiir die constanten Werthe von

o, und f,,, die wir mit »,, und f,, bezeichnen, die Bezichungen gelten:

28,0, 4+ (4, +p,03) sinf,, = o -

‘o) - > 9

2840, (1 — @, 05 cos fr,, = 0.

Eliminirt man f,, aus den letzten Gleichungen und setzt noch vy, = v,e¢,
wo ¢ eine bekannte Constante bedeutet, so ergibt sich die Formel:

S A3
a T .
M, = 20, ]/ * e (10)

2

I+cv:, 1—col,

die bei beobachtetem #,, die Grisse w, zu berechnen gestattet. Ist ¢
oder »,, klein gegen 1, so geht (10) in die einfachere Formel iiber:

My = 20, 2+ A% (r1)

Die letzte Formel stimmt bis auf kleine Grossen. die vernachlissigt
werden konnen. mit der Formel des Hrn. vox Orrr' i{iberein. der die
vorstehende Methode zuerst benutzt hat.

2. Ist das zweite Pendel zur Zeit # = o in Ruhe, so wird fiir
den Anfang der Bewegung %, nur kleine Werthe haben; man wird
daher in diesem Falle statt (7) schreiben kénnen:

du,

21

L= — il 12
dt (12)

= —in,, also u,

Daraus folgt:
fu=—C v = ml. (13)
Auf Grund von (13) haben Hr. Lorenzont® und besonders aus-
fithrlich Ir. Scuvaass® eine Methode zur Bestimmune des Mitsehwin-
gens entwickelt.
3. Wirgehen jetzt einen Schritt weiter und nehmen in Gleichung (7)
auch noch das vorletzte Glied auf der rechten Seite mit:

du
: f;f’f = — 2(0, 4 IAD U, — (4, . (14)
f

Die vorstehende Differentialgleichung wird gelten, wenn w#,, wiih-
rend des Versuchs immer klein bleibt oder besonders dann, wenn u,

! C. von Orrr, Bestimmung der Linge des einfachen Secundenpendels auf der
Sternwarte zu Bogenhausen. Miinchen 1883.

* G. Lorenzoni, Relazione sulle esperienze istituite nel reale osservatorio astro-
nomico di Padova etc. Roma 1888,

3 R. Scaunany, Uber die Verwendung zweier Pendel auf gemeinsamer Unter-
lage zur Bestimmung der Mitschwingung. Zeitschrift £. Math. w. Phys. 4. Jahrg, Soioo.
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aegeniiber p, sehr klein ist (z. B. wenn das zweite Pendel ecin leichtes
Fadenpendel ist).
Ist wieder zur Zeit ¢ =0 auch w,, =0, so ist die Losung von (14):

i (e

“‘l= — . =
; 2(8, - iAp) (15)

—2(x+idpt 1)

Durch Bildung des absoluten Betrages folgt hieraus:
23,0 Mailcosh 28,t— cos 22 ,1)

€ 3 -
2(d; + A%) ’

wo cos/ den cosinus hyperbolicus bedeutet.

Vergl. hierzu neben der bereits citirten Arbeit des Hrn. von Orrr
die Entwickelungen von Hrn. Kinnex' und Hrn. Borrass.?

4. Wir betrachten endlich die vollstiindige Differentialgleichungy
(7). wollen hier aber nur den praktisch wichtigen Fall erledigen, dass
heide Pendel gleiche Dampfungseoefficienten haben (3, = o). Unsere
Differentialgleichung lautet also jetzt:

du,, - ‘A . vl
= i, — 2iA pu,, — i,
dt : ! 7
Setzt man zur Abkiirzung:
S = A, (18)

(—4J* ist dic Discriminante der rechten Seite von (17)), so ergibt
sich fiir u,,, wenn wir wieder annchmen, dass das zweite Pendel zur
Zeit ¢ = o in Ruhe ist:

(e —1)

R i s Py S =

Durch Bildung des absoluten Betrages bekommt man:
! w; sin®Jit

v, = 5 .
. JreoN JU = A7 s Jt

(20)
Die letzte Formel gestattet nicht ohne weiteres die Berechaung

von p,, da in J die unbekannte Grésse w,p, vorkommt. DMan erhilt

indessen eine brauchbarve Nilierung. wenn man zuniichst J = AL an-

nimmt und p, aus der Formel berechnet: E
sin Ayt
Doy = pha| |- (21)
Ay

! Bestimmung der Polhdhe und der Intensitit der Schwerkraft auf 22 Sta! snen
von der Ostsee bei Colberg bis zur Schneekoppe. Verdffentl. des Konigl. Preuss. « ceod.
Instituts. Berlin 1896. S. 249.

2 E. Borrass, Bestimmung der Intensitit der Schwerkraft auf 17 Stationen in
der Nihe des Berliner Meridians von Elsterwerda bis Arcona.
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Die letzte Formel, die man auch aus (16) bekommt, wenn man
dort 8, = o setzt, geniigt in vielen Ifillen schon zur definitiven Be-
rechnung von w,; jedenfalls liefert sic cinen Nitherungswerth, mit dessen
ITiilfe man J berechnen kann, um dann Formel (20) anzuwenden.

5. Bei den bisher angegebenen Methoden sind Amplitudenbeoh-
achtungen zur Bestimmung des Mitsechwingens benutzt: die folgende
Methode. enthiilt als wesentlichen Bestandtheil Schwingungsdauerbeoh-
achtungen.

Schreibt man die erste Gleichung (6) in folgender Form:

w4 (%, — in, - i, ), == O
und bedenkt, dass der reelle Theil des Klammerfactors von u, f{ine die
Dampfung, der imaginire fiir die Periode der Schwingung bestimmend
ist, so ergibt sich bei Vernachliissigung von kleinen Grossen zweiter
Ordnung fiir die momentane Schwingungsdauer T, des crsten Pendels,
der wir auch gleich den Werth der momentanen Schwingungsdauer T,
des zweiten Pendels hinzufiigen:

1= T+, 1'1:\./:,
. v, €os £, (22)
b g T ,
U?I

Wenn man es nun so einrichtet, dass v, und f,, wiihrend der
Schiwingungsdauerbeobachtungen sich nur wenig indern, so kann man
in (22) mit den Mittelwerthen fiiv diese Gréssen rechnen und hat dann
in den angegebenen Formeln gleichzeitig die mittleren Schwingungs-
dauern fiie die Beobachtungszeit.  Annihernde Constanz von o, und
for wird aber, wie aus den Gleichungen (8) ecrsichtlich ist, erreicht,
wenn man angendhert die Bedingungen:

S =48=o0 v, = l/yl sinf.,, = o (23)
/T

innehiilt.

Auf Grund der gemachten Angaben .ergibt sich als eine Methode
zur Bestimmung des Mitsehwingens. zwei Pendel mit annéthernd gleichen
Dii aptungscoefficienten und Sehwingungszeiten  einmal mit ungetihye
gle cher und ein zweites Mal mit ungefiilir entgegengesctzter Phase so
sehiwingen zu lassen, dass der Amplitudenquotient ,, anniihernd gleich

)
l/ st (also bei gleichen Pendeln mic eleicher Amplitude). und ihre
)
Seinwingungsdavern sowie die mittleren Phasendifferenzen in beiden
Fiden zu ermitteln. Der fiiv »,, verlangte Werth ist auch insofern
glinstig, als durch seine Wahl Fehler in der Amplitudenbestimmung,
die nicht zu betriichtlich sind, fortfallen, wenn man die mit den heiden

10

Sitzungsberichte 1902. e
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Pendeln erhaltenen Resultate mittelt.  Sind nimlich die fiir die heiden
Versuche in Betracht kommenden Grossen die folgenden:

Schwingungsdauer |

Versuch Schwingungsdauer "Cosinus der mittleren ‘ Amplitudenquotient,
~ " ldes ersten Pendels |des zweiten Pendels Phasendifferenz | Va1
I | | | -
Lo “ | - R 7
! - i Y2
2, i T — ‘ T, =3, —1+ 0 ! V';l"'”
2

wo &, ¢, @, y kleine Grissen bedeuten, deren Producte neben 1 ver-
nachliissigt werden kéunen, so ergibt sich offenbar aus (22):

0, = 2—e— Vv, i+ lo4y . b= (2—e— Vv — w4
also ; v ’
2T 2—e—d) V.

und
Vv = | ot (24)
2(2—e—¢)

/ J
Da '/[)—I bekaunt ist, erlaubt die letzte Gleichung v, und v, zu berech-

nen; die Resultate sind, wie behauptet war, von @ und » unabhiingig.

Der zweite Beobachtungsfall (entgegengesetzte Phase) entspricht
cinem von Hrn. Fave' gemachten Vorsehlage zur Elimination des Mit-
schwingens (Fave'sches Doppelpendel).

Angestellte Versuche haben gezeigt, dass die eben angegebene
Methode ohne Scehwierigkeit. selbst mit verschieden schweren Pendeln
durchfithrbar ist und dieselbe Genauigkeit liefert wie die friither be-
sprochenen. Ieh erwithne diess hier. weil man in der Litteratur dic
Ansicht findet. dass die Methode mit Sehwierigheiten verkniipft. wenn
nicht unmoglich sei. Auf nihere Einzelheiten, auch bezuglich der
anderen Methoden. kann ich hier nicht eingehen; ich beabsichtige
demniichst cine ausfiihrlichere Arvbeit zu verdffentlichen, in der das
hier nur Skizzivte cingehender mit durehgefitheter Fehlersehiitzung be-
ariindet und auch noch anderc Methoden nebst den angestellten Ver-
suclien angegeben werden sollen.

Zum Schluss sei nur noch bemerkt, dass dic Genauigkeit der ge-
gebenen Entwickelungen sich leicht noch steigern lisst und dass die-
sclben in zwei Richtungen verallgemeinert werden koénnen. Erstens

! Verhandlungen der 5. allgemeinen Conferenz der Europiischen Gradmessung.
Berlin 1878. S.23.
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sind siec auch auf Differentialgleichungen von derselben Art wie (1)
anwendbar, in denen aber als Storuneselieder alleemeine lineave Fune-
tionen der Elongationen und ihrer Ableitungen aufteeten'. und zweitens
sind sie auf mehrere Pendel ausdehnbar.

! Solehe allgemeine »Koppelungen« sind von Hrn. A. Wiew (Uber die Riick-
wirkung eines resonirenden Systems, Ann. der Physik und Chemie. Neue Folge Bd.61,
1897. S.151) untersucht. Entsprechend den beabsichtigten Anwendungen liegt in der ge-
nannten Arbeit der Schwerpunkt in der Discussion der Wurzeln der Gleichung 4. Grades.
auf welche die Integration der beiden fiiv das Problem giiltigen linearen homogenen
Differentialgleichungen 2. Ordnung fithrt.

Ausgegeben am 6. Miirz.

RBerlin, gedrucht in der Reiclsdrekered.
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