Verallgemeinerung einiger in der Abhandlung iiber
die ausfithrlichere Bezeichnung der Krystallflichen
(s.d.Abh.d.phys.Kl.a.d.J. 1818 u.19.8.270-30%.)
vorgetragenen Lehrsitze.

Yon

H> C. §. WEISS.

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 26. Februar 1624.)

I. Vollstindigerer Ausdruck des a.a. 0. 5.277. aufgestellten
Lehrsatzes iiber die Theilung der Dreiecke.

Wr theilten ein Dreieck 4B8C (Fig. 1.) beliebig durch zwei Linien
AD und CE, aus den Ecken 4 und C nach beliebigen Punkien D
und E der gegeniiberliegenden Seiten gezogen; wir bestimmten durch
die einfachsten Formeln das Verhiltnifs der Sticke, sowohl der getheil-
ten Seiten des Dreiecks, als der sich einander schneidenden, theilenden
Linien selbst, indem von zwei gegebenen Verhiltnissen solcher Paare
die beiden andern abhingig sind. Wir ziehen jetzt aus der dritten
Ecke £ durch den Schneidungspunkt 7 der Linien 40 und CE die
Linie BQ, so entstchen uns sechs Paare von Stiicken, sowohl der Sei-
ten des Dreiecks, als der theilenden Linien 4D, BQ und CE, von
welchen immer das gegebene Verbhiluils zweier solcher Paare die tibri-
gen bestimmt. Es treten daber fiir jedes Paar zehn Gleichungen ein;
denn es wird z. B. fiir jede getheilie Seite des Dreiecks das Verhiltnifls
der Suiicke gefolgert, entweder aus dem gegebenen Verhiltnifs der Sticke
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in den beiden andern, oder aus dem in einer von ihnen und einer der
drei ioneren Linien, oder endlich aus den dreierlei Combinationen der
getheilten inneren Linien, wenn fiir zwei von ihnen das Verhiltnifs
ihrer Suicke bekannt ist; und so umgekehrt durch zehn dhnliche For-
meln das Verhiltnifs der Suicke einer inneren theilenden Linie.

Es ergeben sich fiir die Bestimmung der Sticke einer Seite des
Dreiecks durch die gegebenen Verhiltnisse der Stiicke der beiden an-
dern, und eben so fiir die einer inneren getheilten Linie durch die bei-
den andern iiberaus einfache Lehrsiawze; die iibrigen Bestimmungen las-
sen sich fiiglich nur durch die Formeln selbst aussprechen.

Es sind nehmlich die Produkte je dreier abwechselnder
Sticke der getheilten Seiten des Dreiecks sich gleich, also

AEx BDXx CQ=FEBxDCx QA
folglich AE: EB=DC x Q4: BDx CQ

oder es verhalten sich die Stiicke einer getheilten Seite,
wie dieProdukte der, einem jeden anliegenden und gegen-
iiberliegenden Stiicke der beiden andern.

Der Beweis ist eben so leicht zu fithren, als der des friiheren,
a.a. 0. S. 277, aufgestellten Lehrsatzes selbst. Wir ziehen aus C so-
wohl CG parallel miv 4D, als CH parallel mit BQ, beide bis zum
Durchschnitt mit der verlingerten 45, so ist, wie dort erwiesen wurde,

CD:DB=AdE . CF.FE . AB

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 4BQ und 4AHC aber folgt

AB.CQ
QA

und aus der Aechnlichkeit der Dreiecke FEB und CEH,

CQ:Q4d=BH:AB, oder BH=

CF:FE=RBH:EB=— -‘*‘Bdf‘? . EB.
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_ G AB.CQ .
Also ist CD:DB=AE . 57C :EB. AB=4E . CQ: EB . Q4

folglich 4E.CQ.DB=EB.Q4.CD, wie oben.

Die iibrigen Formeln abzukiirzen und iiberschaulicher zu machen,
benennen wir wieder die einzelnen Stiicke der getheilten Linien mit
einfachen Buchstaben, und um der Anschauung bei der Auffassung der
Bedeutung der einzelnen Ausdriicke soviel als méglich zu Hiilfe zu
kommen, gebrauchen wir fiir jedes Paar von Stiicken einen Vokal mit
dem auf ihn folgenden Consonanten in der natirlichen Folge, so dafs
wir die Stiicke der getheilten Seiten des Dreiecks, a, 4; e, f; i, k nen-
nen, die abwechselnden Stiicke mit Vokalen, die mit ihnen abwechseln-
den mit den Consonanten bezeichnend. Wir setzen fiir die Stiicke der
getheilten inneren Linien dieselbe Reihe der Vokale, mit den auf sie
folgenden Consonanten so fort, dafs wir die Vokale o, u, » den, den
Ecken zugekehrten Stiicken beilegen, die ibnen folgenden Consonanten
p, v, z den den Seiten zugekehrien Sticken, so dafs o, p der gegen
die Seite a 4 b; u, v der gegen e 4+ f; und y, sz der gegen die Seite
{ 4+ k sich richtenden Linie zukommt. Wir setzen also fiir 4F, a, u.s.f.
wie die Fig. 1. zeigt.

Wir geben die Formeln fir eine getheilite Seite des Dreiecks unter
der Form des Verhiltnisses a : 4, und die fiir eine getheilte innere Linie
unter der Form o: p, und fiigen jedem den entsprechenden Werth sei-
nes Ganzen, d.i. a4+ 4 und o 4 p bei, da es im Gebrauch eben so oft
vorkommt, dals das Verhiltnils eines Stiickes zu seinem Ganzen das un-
mittelbar gesuchte ist, als das der Stiicke zu einander, und da bald in
einem der ersteren, bald in einem der anderen Verhiltnisse die ein-
fachere Regel unmittelbar sich ausspricht.

Von den je zehn Proportionen fiir die Bestimmung der Sticke
einer aufseren sowohl als einer inneren Linie des Dreiecks konnten drei
aus dem Lehrsatz, wie wir ihn in der friitheren Abhandlung vortrugen,
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unmittelbar abgeleitet werden (!); drei andere sind die nemlichen Pro-
portionen, nur das dritte gleichartige Element, sei es Seite des Dreiecks
oder theilende Linie, einem der beiden ersten substituirt. Von den vier
iibrigen Proportionen sind wiederum zwei ihnliche Gegenstiicke zu ein-
ander mit Austausch analog liegender Theile als gegebener ; drei aber sind,
wesentlich verschieden unter sich und von den ersten sechs, Folgen der
Erweiterung des Lehrsatzes. Ueberbaupt also sind von den zu gebenden
je zehn Proportionen sechs wesentich verschiedener Construction, vier
aber als Wiederholungen von vieren der sechs anzusehen.

Die Art wie wir aus den ersten, durch die geometrische Demon-
stration unmittelbar erhaltenen Proportionen, die iibrigen finden, bedarf
keiner ausfiihrlichen Erirterung. Wir suchen z. B. die Theilung einer
innern Linie, wenn uns die der beiden andern innern Linien gegeben
ist. So giebt uns der frithere Lehrsatz unmittelbar (?)

otp=uf+v(e+f):ue.

(*) Alle Proportionen nemlich, wie sie in dem friher vorgetragenen Lehrsatz direct
begriindet waren, wo wir ¥ und x pannten, was jetzt e und f, n und m, was jetzt
o und p, und ¢ und w, was jetzt u und v genannt ist, waren vollstindig diese:

na: mia+b): na + ma+b)
Toy:T~4y= {nw:ﬁp — aw : b

ne—mw :m (v4+w): v(n+m)

v I W (X+y) ;v + w (T4y)
aibia+4 b= {m.r:u_r--m.r oy

ne=—mw : w(n+m): n(v+w)

z (a+b): ya:ya+ x(a+b)
nimin<-m= {w(a+£-} ivb=wa : b(v+w)

v+ w(x4y): vy :(vew)(z+y)

afr+y)ibxribx+a(xz+y)
viwiv-fwe {m{:*-l-ﬂ PRy —mx :y (n-+m)

na+m(a+b): nb : (n4+m)(a+b)

Je drei solche sind es, welche sich in der nunmelirigen, verallgemeinerten Aufstel-
lung, unter veranderten Buchstaben, wiederfinden; sie beruben auf folgenden vier Grund-
gleichungen: I. mya=mzx(a+4-b); 1. vbr=wa(z+y); 1. vbn=w(an-4-am-+bm);
oder w (a+0) (n+m)=bn(v+w); IV. Ryv=m(zv 4 axw-yw); oder m(z+4y)(v4+w)=
yv(n—=m).

(*) Es ist dies dic Uebersetzung der Formel n i m = vz 4 w (z4y) : vy, Wie sie in
der vorigen Note hiefs, in die gegenwartige Bezeichnung.
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Wir miissen jetzt ¢ und f in # und ¢, und » und s auflosen.
Dies geschieht durch Anwendung einer andern Formel des nemlichen

L“hmstzes eifiet+f=uy —vs:z(u+v):u(r+:z (')
ist

otp=uzs(u4v)4vu(r+z)iu(wy—vz)=z u+v)+v (r+z) uy—vs
und o;pio4p=73(u+v)+v(r+z)iuy —vz: (u+v) (r+3).
Folgendes sind nun die Proportionen zur Auffindung des Verbalt-
nisses der Suicke, sei es einer getheilten Seite des Dreiecks, oder einer
getheilten inneren Linie desselben, aus zwei gegebenen andern.

Sk iei: e+ fk

wf:vlewf): uf+vfe+f)

s(é+k) 2 yi s yiwz(i+ k)
Sfp:eo—fp :eo

ko —ip 3 ip i ko

fuw—ke: v 2 dute(i—k)

Js: fr—ez : fr+szs(f—¢)

ou=—=pv: v (o+p)io(u-+v)
z(o+p)toy—=pz to(y+:z)

s{u+e): v (r+z)iz{u+v) +v(r+:z)

G hta4 b=

Sla+d) : ea: ca + f(a+l)

i(a+b): kb : kb +i(a+b)

Jk weiz ek el +kies))

v(a+b): ub—va : b(u+v)

sfa+b) : ya—zb : a(y+:z)

uf +vle+f):ue: (u+v) (e+f)

yi +z(i+k)ryk:(r+sz) (i+ k)

Jlr+z) —ez:ez: fr+z)

i(utv) — ke s kv 2 i (us+v)

s(utv) + v(r+z): uyr —vs : (u+v) (r+s)

Die letzte Formel fiihrt offenbar auf den Ausdruck

o = e

o+ p y+z ¥ awy

olpLiot+p=

(') Die Formel der vorigen Note
atbita4-b=nv—mwiw(n4m):n(viw)
wird hier so angewendet, dafs e fiir a, f fiir & gesetzt wird; dann mufs « fir #, v {ur m,
y fir v, und z fiir w gesetzt werden; und 50 in dhnlichen Fillen.
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welches in Worten ausgedriickt, soviel heifst als: von einer getheil-
ten inneren Linie ist das gegen die Ecke gekehrte Stiick von

seinem Ganzen der so vielste Theil, als die Summe der
Theile, welche die gegen die Seiten gekehrten Stiicke der
beiden andern innern Linien von ithren Ganzen sind.

(] z L .
Wenn aber Py g g e auch
I F -]
e S iy, Wl
y P v
y+=z = o+ p w U==v

Es ist also offenbar

i L E 4 P i =
[ -
o= p -+ u-+v - y+4+s (u+p + U v o r+=)

oder: die Summe der Quotienten, welche die gegen die Ecken gekehr-
ten Suicke der getheilten innern Linien von ihren Ganzen ausdriicken,
ist doppelt so grofs, als die Summe derer, welche die gegen die
Seiten gekehrten Stiicke ausdriicken.

P 0
Da aber ferner ~ 1 i und
F =0 " oder —— = -2 -
Y=z o+ p U U4 o—4p y4z '
. P v = Y o o e = =
sn:atﬂ+F+H+P+I+=—i 5 Y ons J’+=+.:F+=r"_'1
kurz P —=1

o+p = u+v = y+1

0 7 Yy
o+p i U= + Y4z

und

mit Worten ausgedriickt: Die Summe der Quotienten, welche
die gegen die Seiten des Dreiecks gerichteten Stiicke der
getheilten inneren Linien im Verhdltnifs zu ihren Ganzen
ausdriicken, ist Eins; die Summe derer, welche die gegen
die Ecken gerichteten Sticke ausdriicken, ist gleich Zwei;
ein Satz, der durch seine Allgemeinheit — denn bisher kannte man ihn
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wohl nur beiliufig fiir den Fall, wenn die theilenden Linien aus den Ecken
nach den Mitten der gegeniiberliegenden Seiten gezogen sind — in seiner
hier erwiesenen Allgemeinheit, sage ich, gewifs nicht minder merkwiir-
dig ist, als jener zuerst vorgetragene, welcher die getheilten Seiten des
Dreiecks betraf, und die Gleichheit der Produkte je dreier abwechseln-
der Stiicke derselben aussprach.

II. Verallgemeinerung der in der angefiihrten Abhandlung S.275
und 300 gegebenen ausfithrlichen Zeichen der Krystall-
flichen des sphiroédrischen Systems.

In jenen Zeichen gaben wir an, wieviel eine Fliche, von welcher
bekannt ist, wieviel sie abschneidet in jeder der drei Grunddimensionen
des Systems, d.i. in den griofsten Octaéderdimensionen oder den auf den
Wiirfelflichen senkrechten, zugleich abschneidet in jeder der sechs mitt-
leren zwischen je zwei der vorigen, d.i. in jeder der sechs auf den Gra-
natoéderflichen senkrechten; ferner in jeder der vier kleinsten Oclaéder-
dimensionen, oder der auf den Octaéderilichen senkrechten, d.i. der miu-
leren zwischen je drei der ersten; endlich in jeder der zwolf auf den
Flichen des Leucitkérpers senkrechten, d.i. der mittleren zwischen den
letzteren und den ersteren, so wie zugleich zwischen je zwei benach-
barten der zweiten Gattung. Ob nun gleich nicht allein von allen den
genannten fiinfundzwanzig Dimensionen Bechenschaft gegeben, sondern
auch positive und negative Werthe in ihnen unterschieden werden mufs-
ten, so vereinigte sich doch in dem gegebenen bildlichen Zeichen die
bestimmte Beziehung jeder méglichen Stelle im Bilde auf alles zu un-
terscheidende in ‘den Dimensionen mit der héchsten Einfachheit aller
auszudriickenden Werthe und ihrem harmonischen Zusammenhang un-
tereinander so gliicklich, dafs, auch abgeschen von den mannichfaltigen
Vortheilen, welche ein solches Bild fiir die Berechnung der Korper des
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sphiroédrischen Systems und ibrer Eigenschaften gewihrt, ihm sein
geometrisches Interesse fiir sich bleibt. Es scheint mir, dafs eben in
diesem die Aufforderung liegt, dem Bilde die grifstmogliche Allgemein-
heit zu geben, und es auf die entsprechenden Werthe in allen und
jeden erdenklichen zwischenliegenden Dimensionen auszudehnen. Dies
gelingt in dhnlicher Einfachheit, wie sie sich schon in der ersten Gestalt
des Bildes ankiindigte; und ich erlaube mir, es hier schrittweise bis zu
seiner allergencrellsten Gestalt fortzufiihren, da jede der Stufen seiner
Verallgemeinerung ihr eigenthiimliches Interesse hat.

§. 1.

Suchen wir fiirs erste die Werthe in den zwischenliegenden Di-
mensionen zwischen jenen sechs mitleren Oclaéderdimensionen und den
drei Grunddimensionen, so sind dies solche, welche senkrecht stehen
werden auf den Flachen der verschiedenen mdéglichen Pyramiden-
wiirfel. Es ist klar, dafs ihre Stellen in unserm Bilde liegen miissen
in den Seiten des Dreiecks und deren Verlingerungen, immer je zwei
zu beiden Seiten einer solchen Stelle, wie —— u.s.f., welche der
auf der Granatoiéderfliche senkrechien Dimension angehorie, d. i.
zwischen einer solchen und den Stellen der drei Grunddimensionen oder
ithrer Entgegengesetzten, d.i. der negativen Werthe der Grunddimen-
sionen (deren Stellen im Bilde, in der Verlingerung im Unendlichen lie-
gen sowohl von den Seiten des Dreiccks, als von jeder Richwung, die von
den Stellen der drei Grunddimensionen aus irgend wohin gezogen wird).
In den Granatoéderflichen fallen je zwei Pyramidenwiirfelflichen in Eine,
und so die entsprechenden Stellen in unserm Bilde ebenfalls.

Es sei nun die Pyramidenwiirfelfliche, in deren Normalen oder
Senkrechien die verschiedenen Werthe gesucht werden, nach einem
allgemeinen Ausdruck = latz.ato0a |, und irgend eine gegebene
Flache, deren Werthe in den auf [ a:z.a:o0ca | senkrechten Dimen-
sionen gesucht werden, heifse wiederum, wie wir sie frither bezeich-
net haben |a: 1t a:%a |, so findet sich, wenn als Einheit in der neuen
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Dimension angenommen wird die Linie im Octaéder aus dem Mittel-
punkt nach demjenigen Punkte der Octaéderkante gezogen, in welchem
die Octaéderkante von der neuen (durch den Mittelpunkt des Octaéders
gelegten) Dimension geschnitten wird, die gesuchte Grofse als diese Ein-
heit multiplicirt mit einem Coéflicienten von der Form —— 22

t.2+n.10" R.s41.1
u.s.f. — man vergleiche Fig.2. — so dafs der Zihler des Bruches allen

zu unterscheidenden achtzehn Werthen (') gemeinschafilich ist, der
Nenner aber die Summe der Produkte der Divisoren in den Wer-
then der Grunddimensionen, zwischen welchen die gesuchie liegt, der
Divisor der ihr zunichst liegenden multiplicirt mit 5, der andere mul-
tiplicirt mit 1. Die Einheit der neuen Dimension & aber, ausgedriickt in
der Einheit des ganzen Systems, d.i. der Grunddimension selbst, oder
die halbe Octaéderaxe = 1 gesetzt, ist

Va® 41

0 = z 41
Daher, wenn man eine jede der gesuchten Groifsen unmittelbar in der
Einheit des Systems ausdriicken will, der gemeinschafiliche Zihler aller

Coéfficienten, s 4 1, nur zu vertauschen ist mit Vz* 41 ; die gesuch-
ten Werthe sind also in dieser Einheit Lfi:n' ; L.-"1:,' u.s. f. In dem

Bilde selbst aber werden wir, wie bisher, die Coéllicienten der neuen
Dimensionseinheit als solche, im Zahler mit z 4 1 schreiben.

Wird 5 = 1 gesetzt, so haben wir offenbar die miuleren Octaéder-
dimensionen selbst, oder die senkrechten auf den Granatoéderflichen

= |ataioca |; und je zwei Werthe, wie die oben geschriebenen, fal-

L] t & - -
len zusammen in den Werth — —, d.i. in den, welchen unser fri-

(') Von den zwilf neuen Dimensionen sind wiederum in sechsen die der geschrie-
benen Fliche zrukommenden Werthe, an den Stellen nemlich, welche innerhalb unsers
Dreiccks liegen, nothwendig positiv; ihre negativen sind dalier im Bilde ausgeschlossen.
In den sechs andern aber kann der geschriebenen Fliche der Werth sowohl in positivem
als in negativem Sinne zukommen; daber hat unser Zeichen 6+ 12, d.i. achtzehn ver-
schiedene Stellen, welche sich auf diese Dimensionen beziehen, zu unterscheiden; und
cben soviel wirklich correspondirende Stellen giebt es in demselben.

Phys. Klasse 1824. Ii
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heres Bild fiir den Werth in einer mittleren Oclaéderdimension, deren
Einbeit wir & nannten, angab; der Werth V3* 41 wird = V2, wie
dies die Grifse war, welche den Zihlern der Coéflicienten der mittle-
ven Octaéderdimensionen substituirt werden konnte, um diese Coéfli-
cienten in die absoluten Werthe, wenn die Grunddimension = 1 ge-
setzt ist, uberzutragen.

In der Fig. 2. sind die achtzehn verschiedenen Werthe, welche einer
und derselben Fliche [_a iy, r.:] in den verschiedenen Richtungen

zukommen, die senkrecht sind auf |a':z.4":1c0a], z.a-:d":ma'"],

R

[ﬂl:m{l.-:a'alll ’ ﬂ-ﬂ.:mﬂ":ﬂ-'.“l, mﬂl:ﬂil:ﬂ.ﬂlll ’ ma.:ziﬂ.':ﬂ".J;

ferner auf lu*:-—-s.a_*::m.-r"f, —-;.a-:rr-:::-:}u-"' u.s.f., die letzteren

positiv oder ncgativ genommen, an den entsprechenden Stellen in den
Seiten des Dreiecks und deren Verlingerungen geschrieben.

Der Beweis fiir die Richtigkeit des Schema’s ist dieser:

Es sei in Fig.3. C der IlIiuﬂlpunkl unsrer Construction ; Ca und Cb
zwei halbe Axen des Octaéders, also ab die Kante des Octaéders, dessen
Mittelpunkt C ist, Es sei CF=3z.Cb=3. Ca, also aF der Durch-
schnitt einer Fliche [a:5.a:00a | mit der Ebne Cab; so ist Ct, aus
C senkrecht auf aF, zugleich senkrecht auf der Ebne l a:s.a:00a|,
also cine der auf den Flichen des Pyramidenwiirfels |2:3z.a :c-an
senkrechten Dimensionen. Wir fragen zuerst: in welchem Punkte o
schneidet diese Dimension die Octaéderkante aé? und welches ist der
Werth von Co, d.i. der Einheit dieser neuen Dimension fiir das Octaé-
der, dessen halbe Axe Ca = 1 ? So haben wir at:tF=a*:z2%a*=1:32°

und nach unserm Lehrsatz

aotob=at . CF:tF .Cl=1.3:23" .1=1:12

aotob=1:5%

wodurch der Punkt o bestimmt ist.

. z E
p— ab, und a0 = -
So wie nun ob — e al)

so ist auch Ch = ::-l Ca, und ho = ;:1__—!- Ca; folglich
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Co = V(Ch)* + (ho)" = V(:i:)t+(=li)’ = I

z 41
; 1 1 1 - - . - :
Die Einbeit der neuen Dimension ist also im Octaéder = p: :-’ t

wie wir oben sagten.

Es sei nun eine Fliche gegeben = |la:la:Lfa| mit beliebigen
Werthen in den drei Grunddimensionen; ihr Werth in Ca sei % Ca;
in Cb, — Cb. Wir legen sie durch den Endpunkt @ der ersteren, so
dafs ag ihr Durchschniit mit der Ebne Cab ist; so ist Cg = % cl,
gh = (1——%) Cb= ":m Cb, also Cg:gb=m:n— m und wir ha-
ben nach unserm Lehrsaize o0 : 04 p = f(a+40):ea + f (a4 b)
in Fig.3., Cri:Co=Cg.abi.gh.ao+ Cg.ab=

m.(z41)i(n—m)14+m(z+1)=m(G4+1)in.14+m,.3

O == m(z==1) Co

Ruol=f=-mMm.=

Aber Cr ist der Werth in der Dimension Co, welcher der Fliche
a:%a:%a|, d.i. der obengenannien Fliche, durch den Endpunkt

des ersten a in der Einheit gelegt, zukommt; der entsprechende Werth
fir die Fliche [Fa:tatya] also ist —-. Cr = -—— Co.

Mit z ist, wie wir sehen, im Nenner des Bruchs der Divisor
desjenigen a der gegebenen Fliche | J;a:a:+-a| zu multpliciren,
welches in der Fliche [4:2.a:00a | in der Einheit angenommen wurde,

und senkrecht war auf dem, worin die letztere mit s .a genommen
wurde; mit 1+ umgekebrt der Divisor desjenigen, welches fiir die Fliche

lais.aioca | als 3.a genommen wurde, und senkrecht war auf jenem,

in welchem fiir sie 1 . 2 genommen war.
Setzen wir nun fiir unser Schema, Fig. 2. in der Formel des

- . E41 in s ws "
Coéflicienten ————— fiir m, 1, fiir » unverindert n, d.i. statt der

Form (ra:%a:-a| unser gewdhnliches Zeichen [a:+a:ra| (also

n' fiir p), so wird der Coéfficient = :IL , wie an der Stelle unsres

Schema, welcher die Pyramidenwiirfeltliche |a:z.a:o00a| entspricht,

der in dem ersten a, ta, wahrend ihr in der Richtung des ?'a, 2.4 Zu-

kommt. Wir unterscheiden also die drei a, so ist fir den gegenwirtigen
iz 2
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Fall der gefundene Coéflicient der, welcher der Fliche [a': ~a~: Fa~ | in
der Richtung senkrecht auf |a‘:s.aicca| zukommut.

Setzen wir umgekehrt in dem allgemeinen Coéflicienten fiir m, das »
unsrer Fliche [2:+a:>al, und fir n, 1, so wird der Coéflicient
— ,’: ﬂ'; = :;T:’ wie an der Stelle unsers Schema’s, welche der Pyra-
midenwiirfelfliche mit 5 .2 im ersten @, und mit 1 .a im zweiten unsrer
Flache 1 a:—a :%a] gehort; oder der gefundene Coéflicient ist der der
Fliiche[a-:-:-a":-,{ra-"J in der Richtung senkrecht auf z.a*:a":ma---}

zukommende.
Setzen wir fir m wiederum n, und fiiv » unser »’, so haben
- =+ & = . ae wa &
wir n=+'.r;’; und dieser Coéflicient gehort der Fliche |a-: ;‘-:r-:-j:n"*] in
der Richtung senkrecht auf |oca-ia~iz.a|. Oder setzen wir fir m

———, als den Coéfli-
cienten fiir die Fliche [a': - a~:+ a~| in der Richiung senkrecht auf

unser »’, fiir » ungeindert n, so erhalten wir

ma-:z.a":u"*]. Man siehit diese Werthe in unserm Schema an den

correspondirenden Stellen.
Ist die Rede von einer Dimension, senkrecht auf der Fliche

—aris,acooa J und dem Werthe, welcher der gegebnen Fliche
a*:%u-':#n---i in dieser Dimension zukommt, so wird z mit dem Di-

visor des ersten « im letzteren Zeichen, d.i. mit 1, das » oder der Di-
visor des zweiten 2 aber mit — 1 zu multipliciren sein. Im Coéflicienten
u.1=:a;:.: wird also n.1 zu —n, und m .3 zu z; er wird also zu :{'_'—;

Ist die Rede von der Dimension senkrecht auf —5.::-:4::":&::.::"-],
s0 ist — z mit » zu multipliciren oder im allgemeinen Coéflicienten fiir
mz zu setzen — nz, fur n.1 aber 1. Der Coeflicient also, der fiir die Flache

a i+ a-:ya-| in der Richwnyg senkrecht auf [—z.a:a":io00a™| gil,

=41
P—nz

Da die beiden Grofsen z —n und 1 — nz negativ sein kénnen, d.i.
die Werthe der Fliche |a* ;- a~:-. a| in den Dimensionen senkrecht
auf |—a iz iocca| oder |—z.a'ia"iocoa| in umgekehrien Richtun-
gen Statt finden kénnen, so unterscheidet unser Schema, wie das frii-
here, diese umgekehrte Lage eines solchen Werthes durch die dersel-

15t
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ben Dimension auf der Verlingerung einer Seite des Dreiecks nach ent-
gegengesetzter Richtung zukommenden zwei entgegengesetzten Stellen;
an der einen ist der Divisor des Coéflicienten der oben geschriebene, an
der andern sein entgegengesetzter » — 5 oder ns—1. Der erstere, d.i.
der oben geschriebene, wird der Seite angehéren, wo das erste a posi-
tiven Werth hat, der umgekehrte der, wo das erste 2 im negativen
Werthe genommen ist, oder deren Stellen Richtungen bezeichnen,
welche zwischen dem zweiten a im positiven Sinne, und dem Nega-
tiven des ersten liegen.

Dieselben Betrachtungen, welche anstatt der fiir die einzelnen
Fille angepalsten geometrischen Constructionen dienen, wiederholen
sich in Bezug auf alle iibrigen Stellen, die unser Schema in den Sei-
ten des Dreiecks und ibren Verlingerungen angiebt. Die gegenseitige
Lage je zweier Stellen fiir die zwischen denselben zwei Grunddimen-
sionen liegenden, je nachdem nemlich eine bestimmte von beiden der
einecn Grunddimension niher liegt, oder der andern, entspricht der
Lage der Dimensionen im Raume selbst unter der Voraussetzung, dafs
z> 1. Nihme man z <1, so wiirden die entsprechenden Stellen mit
ihren Coéflicienten ihre Lage je zwei vertauschen, so wie in dem Fall
z==1 sie Je zwei in Eins zusammen fallen.

8. 2.

Die Flichen der Pyramidenwiirfel gehéren bekanntlich der Kan-
tenzone des Wiirfels. Wir wenden uns jetzt zur Entwicklung der
Werthe, welche der Fliche |a:ta:la| in solchen Richtungen zukom-
men, welche senkrecht sind auf Flichen aus der Hauptzone des Octaé-
ders, d.i. der Ecken- oder Diagonalzone des Wiirfels.

Es werden also die jetzt zu untersuchenden Dimensionen senkrecht
sein auf den Flichen der Leucitoide mit Inbegriff des Leucitoéders,
oder auf den Flichen der Pyramiden-OQOctaéder, je nachdem sie
liegen zwischen den Grunddimensionen und einer kleinsten Octaéder-
dimension, oder zwischen einer kleinsten und einer mittleren, die auf
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ihnen senkrechten Flichen also zwischen einer Whirfelfliche und Octaé-
derfliche, oder zwischen einer Octaéder- und Granatoédevfliche. Die all-
gemeine Eigenschaft einer Fliche aus der Hauptzone des Ocuaéders ist,
dafs in zwei unsrer Grunddimensionen ihr gleiche Werthe zukommen,
was wir im allgemeinen ausdriicken kénnen mit der Form [z.a:a.a:a :
Ist z>1, so haben wir Leucitoidflachen; ist z < 1, Pyramidenoctaé-
derflichen. Der Fall z = 1 ist der des Octaéders selbst, als die Mitte
zwischen jenen beiden Abtheilungen. Die Grenzglieder wiren 3 = oo,
d.i. die Wiirfelfliche, oder s = —, die Granatoéderfliche. So war
im vorigen die allgemeine Eigenschaft einer Pyramidenwirfelfliche
la:z .a:oca| der Parallelismus mit einer der Grunddimensionen, oder oo
als Coéflicient von einer derselben; die Milte 3 =1 war der Fall des
Granatoéders, die beiden Endglieder 5 =00 und z =0 beidemal der
Fall des Wiirfels; und man wird nicht allein auch diese Grenzfille in
den Formeln unsers Schema’s mit begriffen, sondern auch bei der ni-
hern Vergleichung bestitigt finden, was wir vorhin von dem Tausch
der Stellen sagten, wenn z, was wir > 1 annehmen, <1 gesetzt wird.
Die Fig. 2. enthilt neben den vorigen Werthen zugleich die
(21{) neuen, welche einer Fliache [r:_,',—wa:_—',r a| in den zwslf gleichar-
tigen Dimensionen senkrecht auf beliebigen Flachen der Hauptzone des
Octaéders zukommen, drei derselben innerhalb des Dreiecks, deren ne-
gauve Werthe ausgeschlossen sind, wenn die Werthe in den Grund-
dimensionen positiv gegeben waren, die neun tubrigen mit den negativen
Werthen derselben, wie bald die einen, bald die andern der Fliche
n:-;,'-a:%a' zugehoren konnen, an entsprechenden, sich entgegenge-
setzten Stellen aufserbalb des Dreiecks in den sechs, durch die verlinger-
ten Seiten gesonderten Riumen. Die einundzwanzig neuen Werthe sind
sogleich kenndich durch ihren gemeinschafulichen Zahler s +4 2, welcher
sie wieder, wie die vorigen der Zihler s <4 1, auszeichnet. Die Stellen,
die wir ihnen geben, entsprechen wieder der Vorausseszung z > 1 in der

, in deren Normalen die der Fliche |a:2a: fa

Fliche |z.a:3.a’a
zugehorigen Stiicke bestimmt werden sollen; und so entspricht diese
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Voraussetzung dem Fall, dafs es Leucitoide sind, denen die Flichen
5.a:5.a:a| angehéren; es sind daher die nemlichen Stellen, die wir
fir die Werthe in den Richtungen senkrecht auf den Flichen des Leu-
citoéders selbst, d.i. auf den Flichen |24:2a: "’.J in dem Schema der
friheren Abhandlung, 8.300. mit den Coéflicienten bezeichnet haben,
welche den gemeinschafulichen Zahler 4 hatten. Wenn z =1 wird, so
ist es die Octaéderfliche |a:a:a|, von deren Normalen die Rede ist;
der Coéflicient bekommt zum Zahler 3, wie in den fritheren Schemen
die Coéflicienten der auf den Octaéderflichen senkrechten, d. i. der
kleinsten Octaéderdimensionen; und je drei unserer neuen Coéflicienten

mit den Zahlern z 4 2 fallen dann in Eins zusammen.

Wird z <1, sind es also Pyramidenoctaéderflichen, in deren
Normalen die der Fliche |f£ :+ala| zugeborigen Sticke bestimmt
werden sollen, so riickt die in dem Schema einer jeden derselben ge-
biihrende Stelle tiber den Punkt, wo je drei zusammenlfielen, nach der
entgegengesetzten Seite hintliber, und dic drei innerhalb des Dreiecks z. B.
liegenden Werthe bilden in demselben ein umgekehrtes, mit den Spiwzen
gegen die Seiten des grofsen gerichtetes Dreieck, statt dals in unserm

Schema es ein gleichférmig in das grofse eingeschriebenes Dreieck ist,
welches ihre Stellen unter sich bilden. Von je dreien in einem Aus-
schnitt aufserhalb des Dreiecks geschriebenen Coéflicienten mit den Zih-
lern s 4 2 gilt ganz das analoge; sie fallen auch je drei in Einen Punkt
und Einen Werth zusammen, wenn 3 =1 ist, und weten in entgegen-
gesetzten Richtungen wieder auscinander, wenn z < 1 wird.

In den Nennern der Coéflicienten siebt man im Schema auch die
gewohnie Einfachheit, und zwar mit z immer den Divisor derjenigen
Grunddimension fiir |a:--a: - a| muluplicirt, welche dem geschriebenen
Coéflicienten am nachsten liegt, die beiden andern Divisoren unveran-
dert oder mit { muliplicirt; die Summe der so multiplicirten Divisoren
aber macht den Nenner des Coéfficienten aus. Die grofseren Ausschnitte
baben zu iliren Grenzen rwei Grunddimensionen in den positiven Wer-
then des Dreiecks, die dritte im negativen Werth, die Grenze des Aus-
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schnitts im Unendlichen bildend. Die kleineren Ausschnitte haben zu ih-
ren Grenzen eine der Grunddimensionen des Dreiecks in positivem Sinn,
beide andre im negativen in den Verlingerungen der einschliefsenden Sei-
ten im Unendlichen liegend. Welche Grunddimensionen zur Bildung des
einen oder des andern Ausschnittes in negativem Werthe concurriren,
diese gehen iiberall in demselben negativen Werthe auch in den Nenner
des Coéflicienten ein, multiplicirt, wie vorhin, mit denselben Factoren.

Die Einheit in der neuen Dimension, womit die Coéflicienten
sammt und sonders wieder zu multipliciren sind, ist abermals die dem
Octaéder zukommende, also die Linie aus dem Mittelpunkt des Octaé-
ders nach demjenigen Punkte der Oberfliche des Octaéders gezogen, in
welchem dieselbe von der neuen Dimension geschnitten wird. Diese
Linie A, ausgedriickt in der Einheit des ganzen Systems, d.i. die halbe
Octaéderaxe = 1 gesetzt, erhilt den Ausdruck

Y V 224 2
T g 42

und so verwandeln sich wiederum alle neuen Coéfficienten in ihre wah-
ren Werthe, die halbe Octaéderaxe = 1, wenn statt ihrer gemeinschaft-
lichen Zahler z 42 gesetzt wird Vz*+2. In dem Schema fiir die auf
den Leucitflichen senkrechien Dimensionen (wo z = 2) war der so in die

absoluten Werthe iibersetzte gemeinschaftliche Zihler V2* 42 = 16, und

die Einbeit in der entsprechenden Octaéderdimension war 7 = V3,

Wir ziehen es indels wiederum vor, in dem Schema die Coéffi-
cienten als solche zu schreiben, da z 4 2 fiir diesen Zweck ein Lkiir-
zerer und bequemerer Werth ist als }z"+ 2.

Der Beweis fiir die Richtigkeit der angegebnen Werthe ist wie-
der eben so einfach als im vorigen Fall.

Es sei in Cad, Fig. 4. Ca eine Linie aus dem Miuelpunkt C un-
srer Construction oder des Qctaéders nach der Ecke desselben, also Ca =
einer halben Octaéderaxe = n = 1; d sei die Mitte einer Octaéderkante,
welche die Endpunkte der beiden andern Grunddimensionen @ verbindet;

also Cd = *:2 = V-&; so wird eine Flache |z.4:z.a:a| durch aF




Ferallgemeinerung einiger Lehrsdtze. 257

gehen, wenn F'C =z .Cd, Cd aber die zwischen 3.4 und z.a liegende
mittlere Octaéderdimension ist. Die Linie Ct¢ senkrecht auf aF' gezo-
gen, steht dann auch senkrecht auf der Fliche !'s.a:z.a:a . Wir setzen
wieder die erste Frage: welches ist der Punkt o in der Octaéderdiago-
nale ad, in welchem die letztere von der auf |z.a:z.a:a| senkrech-
ten Ct geschnitten wird? ferner: welches ist der Werth von Co, d.1i.
der Einheit in dieser Octaéderdimension” So ist fiirs erste
at: tF=(Ca)*:(CF)=1:%

ferner Cd:CF=1:3
und nach unserm Lehrsatz o:p =17 (a+40): ki

a0 :od=at . CF:tF.CD=2.3:3" .1=2:3

also die Octaéderdiagonale getheilt im Verbiltnifs 2 : =

=E:$l

e =

z -4 z 42 r)

und Co = V(Ch) + (o) = J/(

2 T z42

Vel 42
24 2

Nun nehmen wir wieder stawt der Fliche |a: }-a: J-a| einen noch

also die Einheit der neuen Dimension, wie oben gesagt war, =

allgemeineren Ausdruck |-a:-a:!-al|, so dafs ihr in der Richiung
Ca der Fig.4. —:; a zukomme. Wir legen sie durch den Endpunkt o

der Linie Ca, d.i. wir nehmen sie in den Abstinden vom Mittelpunk:

F
der Werth Cg = f_—?—; Cd in der miuleren Octaéderdimension Cd zu,

wie aus dem friheren Schema einleuchtet; und

= |a: % a:%a|, so kommt ihrem Durchschnitt ag mit der Ebne Cad

nwp ! n+p
Gesucht wird nun zunichst, wenn r der Durchschnitt von ag
mit Ct ist, das Verhiltnifs von Cr zu Co. Dieses giebt nach unserm
Lehrsatz die Formel
o:04p=f(a+b):ea+ f(a+b)
Demnach Cr : Co=Cg . ad . dg . ao 4+ Cg . ad =
em (242) ! (nd-p—2m) 242m (342) =m(s42): n4p+ms

m (z4-2)
also Cr = nt+p-t+mz

Phys. Klasse 1824. Kk

6g:dg=
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Nun aber kommt der Fliche | & a: ;-a:%a | in der Dimension Ct
nicht Cr, sondern -;? Cr; dily o G0 mns
M4 =Mz
Mit z wird im Nenner des Coéflicienten, wie man sieht, der Divi-
sor derjenigen Grunddimension der Fliche | 5-a: . a:5 a | muliplicirt,
welcbe in gleicher Richtung genommen wurde mit der des 14 im Zeichen
der Fliche [-z .a:z.a:a |, Schreiben wir also mit Unterscheidung der a

die erstere {4 a'i 5 a i n---], so ist es die Fliche [s.a":z.a*:a’'| oder

[n':;.n--::.a---H in deren Normale ihr der Werth e 0 XU
. | RAp4ms

kommt. Und damit werden wir wieder die Regel der Entwickelung
simmulicher Coéflicienten fiir den Werth der Fliche @i a #a"'J

in den Richtungen senkrecht auf {f.'_':s.n"_:z.rr"-h]. auf [z.a':'ﬂ":i._a-" ’
lz .ﬂ*:i’-.ﬂ":ﬁ""l, [—rr:ﬁ..rr*::.-.a"-[ u.s. f. haben, ohne der speciellen
Ausfihrung der geometrischen Construcuonen fiir die Fille der ver-
schiedenen Combinationen zu bediirfen.

Genauer ausgedriickt, wiirde indefs die Regel diesc sein: Wir
haben uns beide Flichen vorzusiellen unter der Form -:-n-:—;*r:":—,'.ra"-]
and |} a i+ a*:-Fav| ws.f, d.i.alle Dimensionsgrofsen unter der Form
eines Bruches mit dem Zihler 1 geschrieben; so ist der Nenner des
Coéfficienten die Summe der Produkte der beiderlei Nen-
ner der gleichliegenden Dimensionen in den geschriebenen
Flichen, mit dem Zeichen 4+ oder —, als ebenfalls dem Pro-
dukte der Zeichen der nemlichen Dimensionen; der Zahler
des Coéfficienten aber ist die Summe der Nenner der dreier-
lei Dimensionen der Fliche [ aifa iy a| ().

Es ist also der Coéflicient fiir ﬁ-:-,‘.—n**:—,’.f u] in der Richtung

senkrecht auf |a-:z.a":5.a+| = _Z*2 _ . denn es ist das obige m =1,
E+A+n

n=n, p=n geselzt.

(') So ausgedriickt, umfafst auch die Regel den fritheren Fall fir die Dimensionen
senkrecht auf den Pyramidenwirfelflichen; deon diese haben wir uns zu denken unter
der Form |4 a' ;> a":--a" |, soist wieder der Zihler des Coéfficienten =z {-40=
241, und der Nenner =z .1 41.n40.R =z 4 n. u.s.f.
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- o
nz4+n +i ’
denn es ist statt des obigen m zu selzen n, statt n und p, »’ und 1.

£42 .
ns+n+1 ?

In der Richtung senkrecht auf |z.a:a":z.a|ist er =

In der Richtung senkrecht auf [3.0':z.a"1a|ist er =

denn stalt m ist zu setzen n', statt n und p, » und 1.

In der Richtung senkrecht auf | —a-: z.a+13.a| ist der Coéfficient =
,,.::i -, weil in der allgemeinen Formel desselben m zu 1 geworden,
sein Produkt mit z aber mit dem Zeichen — zu versehen ist, welches
aus der Multiplication der Zeichen + und — hervorgeht, fiir » und p
aber, » und n' geselzt ist.

Wird dieser Coéflicient negativ, so gilt er in der umgekehrten

Richtung, d.i. in der nemlichen Dimension, vom Miuelpunkt aus gerich-

tet gegen eine Fliche a iz .-a":z.—-zz"-Ji = |-y @’ i=—a"—a"|, welches

242

Zeichen den Coéflicienten giebt = da jetzt auch m zu 1, und »

L — -0
und p zu » und »’ geworden, aber die beiden leizteren das Zeichen —,

als das Produkt von 4 mit — wagen, wihrend das Produkt mz=1.3
das Zeichen +, als das Produkt von + mit 4 behilt.

Unser Schema zeigt beide umgekehrte Werthe des Coéflicienten
an den entsprechenden Stellen, nemlich den ersten in dem Ausschniu
zwischen a*, @ und — a*, den zweiten in dem entgegengesewzlen zwi-
schen @, — a~ und — a.

Auf gleiche Weise ergiebt sich der Coéflicient in der Richtung
senkrecht auf —:.a*:a--:;.n---| =|—a:ga-ia-|als m_:::_ -, und
fiir die umgekebrte Richtung gegen |@':—-a~:—a™| senkrecht, als

L2
=z —n ° =
Eben so in der Richtung senkrecht auf |—z.a'iz.aia~ =
. us . -+ .
—a a5 a-| wird der Coéfficient =+ =—; der umgekehrte in der
gegen |a':—a:—ya~|senkrechten, **Z .

Und so alle ibrige der Ordoung nach, wie sic im Schema Fig. 2.
nach der Voraussetzung z > 1 gestellt sind.

Rk 2
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§. 3.

Wir geben endlich unserm Schema die grofseste Allgemeinheit,
indem wir angeben, wic eine Fliche |a:7-a:- a| jede andre Art von
Dimensionen schneidet, senkrecht auf Flichen, die weder in der Haupt-
zone des Octaéders, noch in der Kantenzone des Wiirfels liegen, also
weder Leucitoidflichen noch Pyramidenoctaéder-, noch Pyramidenwiir-
felflichen angehoren, sondern den Sechsmalachiflichnern oder Hexakis-
octaédern, welches bekannilich die allgemeinste Form der von gleichar-
tigen Flichen begrenzten Korper des sphiroédrischen Systems war, die
gleichartigen vollziblig, und in der Begrenzung des Korpers im Gleich-
gewicht unter sich genommen.

Wir geben der beliebigen Flache des Systems, in deren Normale
der einer Fliche [n:;’-ﬂ:—;rﬂ zukommende Werth allgemein bestimmt
werden soll, den Ausdruck {u:;‘:g : +a|; sie wird einen Sechsmalacht-
flichner geben, wenn » und s endliche Gréfsen, verschieden von einan-
der und verschieden von 1 sind. Fillt eine oder mehrere dieser Bedin-
gungen weg, so reducirt sich der Sechsmalachuflichner auf einen der
durch das Zusammenfallen mebrerer Flichen entstehenden Korper mit
vierundzwanzig, z2wolf, acht oder sechs Flichen.

Das Maximum der Anzahl gleichartiger Dimensionen ist also 24,
in welchen wieder entgegengeselzte Richtungen oder Hilften zu unter-
scheiden sind. Die entgegengesetzten von sechs werden wieder von den
Werithen, welche einer Fliche l_f-'?:_,:-ﬂ:_,:-'i?l zukommen kiénnen, ausge-
schlossen, nemlich von denen, welche gegen Flichen gekelrt sind, in
deren Zeichen (a:3-a:ya| die Werthe von a in gleichem positivem
Sinn verstanden sind, wie fiir die Fliche [2:}-a: }a|. Diese sechs je-
derzeit in positivem Sinne der letzteren Fliche zugehorigen Werthe in
sechs der zu untersuchenden Dimensionen zeigt unser Schema innerhalb
des Dreiecks; von den iibrigen achtzehn gleichartigen Dimensionen kin-
nen der Fliche |a:+-a:-a| Werthe bald in positivem bald in negativem
Sinn zukommen. Die sechsunddreifsig daraus entspringenden Grofsen ver-
theilen sich je sechs in die sechs Ausschnitte aufserhalb des Dreiecks, und
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folgen in der Lage ihrer Stellen einer eben so festen Ordnung im Schema,
wie die zu unterscheidenden Dimensionen mit ihren entgegengesetzien Rich-
tungen im Raume selbst. Unser Schema besitzt also wieder zweiundvierzig
fiir die zu unterscheidenden zweiundvierzig Werthe gecignete Stellen; es
sind im allgemeinen die Riume zwischen je drei benachbarten, einer klein-
sten, einer miltleren und einer grifsten Octaéderdimension, so wie die
neuen Dimensionen zwischen je drei solchen liegen. Die Formeln fiir
die verschiedenen Coéflicienten sind, wie die Fig. 5. sie darstellt, in der
That von ahnlicher Einfachheit, wie die vorigen; ja aus der vorhin aus-
gesprochenen Regel fliefsen sie wirklich sammt und sonders. Die Zahler
sind wieder allen gemeinschaftlich = y 4 z 4+ 1 = der Summe der Nen-
ner in den als Briiche mit dem Zihler 1 geschricbenen dreierlei Werthen
in den Grunddimensionen fiir die Fliiche |a:j-a: ja|; die Nenner sind
dic Summen der Produktie der Nenner von den Werthen der beiderlei
nach derselben Regel geschriebenen Flichen [a:}a:%a|und [a:}a:za)
in denselben Grunddimensionen, die zugehorigen positiven oder negativen
Zeichen gleichfalls mit einander muluplicirt, und das daraus sich erge-
bende Zeichen, dem Produkt zu welchem sie gehéren, beigefiigt. Wenn
also die beiden so eben geschriebenen Flichen in gleicher Folge der a
zu verstehen sind, so ist der Coéflicient ;.-;:j*::.. u. s. f.

Die Einheit % in der neuen Dimension aber, wiederum am Octaé-
der als die Linie aus dem Miuelpunkt nach demjenigen Punkt der Ober-
fliche gezogen, in welchem dieselbe von der auf [a:-a:+a| senkrech-

ten Richtung geschnitten wird, findet sich in der Einheit derselben Oc-
taéderaxe wiederum ausgedriickt

e o e o
L= Ty

so dafs abermals der Coéflicient, wenn sein gemeinschafulicher Zahler
¥+ s+ 1mit V* 4+ 2* 4+ 1 vertauscht wird, in den absoluten Werth
der zu bezeichnenden Grifse in der allgemeinen Einheit des Systemes
iibergetragen ist,
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Es wird jedoch néthig sein, von der Richtigkeit der oben ausge-
sprochenen Formeln noch besondere Rechenschaft zu geben.

Es sei also in Fig.6. Cy = CAd=+4a;Cs=--CB=—a,
und »z die Linie, welche einer Fliche (a:-a:;a| in der Ebne C 4B
zukommt, wenn sie in der auf dieser Ebne in € (als dem Miuelpunkt
der Construction) senkrechten Richtung durch einen Punkt geht, der um
ta von C ahsteht, wihrend € 4 und CB die beiden andern Grunddi-
mensionen a, a, folglich 4B eine Octaéderkante bezeichnet. Wir fillen
das Perpendikel Cp aus C senkrecht auf yz, und verlingern es, bis es
die Oclaéderkante 4B in D schneidet; so wird in einer durch CpD und
die auf CAB in C senkrechte Linic gelegten Ebne die auf |(a:5-a: 54
senkrechte Richtung liegen; und wenn in Fig.7. CpD die vorige Linie,
OC aber die auf CA B in C senkrechte Grunddimension a ist, so wird
Op der Durchschnitt von [a:—-a:;a| mit OCD, OD aber eine von O
nach D in der Octaéderfliche 4 BO gezogene Linie sein; und das Per-
pendikel C¢ aus C auf Op, verlingert nach F, als dem Durchschniut
mit OD, wird die auf |a:- a:- a| senkrechte Dimension, und C F die
Einheit derselben fiir das Octaéder sein, dessen halbe Axe = OC ist.

Um zuvirderst den Punkt D, oder das Verhalnils 4D : DF in
der durch CpD Eetheilten Octaéderkante zu kennen, ziehen wir in Fig. 6.
aus A die Linie 43 parallel mit yz; sie schneide die Linie CD in »;
so ist CO = %CB, oder C5:CB=y:z; ferner

Ar.r3=yp:ps=(Cy) :(Cz) =";F s = 3"y’
und nach der Formel a:é=uf :v(e+f) ist

AD:DB=Ar.C2:r9 . CB=3"y:y's=38.y=Cy:Cs
ferner ist nach der Formel oo+ p = f(a+d) : ca+ f(a+b)

Cr:CD=CS. AB:SB. AD4+CS. AB=y (j+:a):(z-y) 24y (r+4z)=
yOr+3) i3 +)"

also Cr = 2ZU*2 ¢cp
Yy 4=z

AbeGC:%Cr=£-%Cﬂ
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mithin Cp: CD =y + 3.y +3°

(]

CP P ~ - =4 = ﬁﬂ-;
a a ' ' b
F¥ T »YVy+s
Daher ist CD, in der Einheit der Grunddimension a ausgedriickt,
¥4 2% __ aly® 4 28
CR= 4z Cp ¥+

Suchen wir jetzt in Fig. 7. den Punkt F in der Linie OD auf der Octaéder-
fliche 4B O, so ist fiirs erste
Ot: tp= (Cﬂ)’:((ﬁ'p}’:a*:;,% =y 4221
und nach der Formel a:b =2z (i4+4k): yi, oder bia=yiiz(i44k) ist
OF :FD=0t.Cp:tp.CD=(p"+3") (r+z):1.('+23")=r+2i1;
und suchen wir die Einheit der neuen Octaéderdimension CF', so ist
nach der Formel o: 04 p=1i(a48): kb + i(a+4b)
Ct:CF=Cp.0D:pD. OF 4+ Cp. 0OD=
+3) (r+3+10): (F+3"—0+2) O+2) + O+3) U+z+1) =
rHz+1: (4 —y—s)Fr+csH1 =) 4411+ 41
CF = J"'-i-z’-i—l Ct

al
" ry4+z41
a [
Abﬂ'r C! — —'élcipn-ﬁ' — -] 'lr: + s —_— s -
¥V(co)* +(Cp)? 4% 4 al F_;—* + 2P 4
i+t

folglich die Einheit in der neuen Octaéderdimension CF oder %, wie

oben angefiilhrt war,

g
CF=x_ avy -+z" 41
F+=z41

Wir suchen aber nunmehr den Werth Cx Fig. 9, welchen ecine
durch Os gehende Fliche |a:+-ai+a| von der Richtung CF, von €
aus gemessen, abschneidet. Wir substituiren dieser Fliche, um das all-
gemeinere Gesetz jenes Werthes deutlicher zu machen, den noch allge-
meineren Ausdruck | ta:-la:ta |, so dals wir das FI a derselben in
der Richtung des 1a der Fliche (a:; a: ya|, also in der Richtung
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€0, das %d in der Richtung des ,:rL a, also in CA, Fig.6 und 8., und
das —a in der Richtung des —a, d.i. in CB, Fig.6 und 8. nehmen.
Wir legen die Fliche | ;-@:;-a: 5 a | durch den Endpunkt O der ersten
Grunddimension CO, also in die Lage |a:fa:%a|, so wird sie von

den Linien C4 und CB, Fig. 8. Suicke abschneiden

Cn=-L CcA4, und Cm = L CB.
n m

Der Durchschnitt der Linie nm mit CD, welches die vorige Bedeutung
behilt, sei s. Wir zichen 4¢ parallel mit nm; der Durchschnitt von 4q

mit CD sei u; so ist Cq = %. Cm = % CHEB, und

® _—H" rt— L]
Cg.qﬂ—;—.i-?_n.m_n

ferner ist nach der Formel o: o0+ p = f(a+8):ea+ f(a+1b)

Cu: CD= ﬂq.ﬁﬂ:qﬂ-ﬂﬂ+ Cqg.AB=n(y+z):(m—n)z4n (J‘+:-5}=
n(y+z)ims+ny

Cu = 20+3 o~p

also

mz -4 ny
P i =.2. oy = PO
n ny -+ mz

Wenn nun in Fig.9. Cs: CD=p(r+z):ny+mz, oder
Cs:sD=p(r+z)iny+mz—p(r+:z), so ist
nach der Formel o:o4+p=1i(a+0b): kb + i(a+ )
Cx:CF=Cs.0D:sD.OF+4+Cs. 0D=

p(r+z) (r4z41) (ny+mz—py—psz) (r+z) +p(r+z) O+z41) =
p(_y-+s+:) IRy 4+ ms4p.1

also Cx = pAERS CF

ny—4 mz<+p.1

Aber Cx war das Stick, das auf CF durch [a:fa:/a| abgeschnitten
wurde; folglich ist das Stiick, welches durch | a:ta:ja]| abge-
schnitten wird,
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= — Cx = " i 2ol oL aVy'42841 __ Vy'gzfog
P ny-+msz+p.i ny4+mz-4p.l ny +mz4p.1

wenn a = 1 gesetzt wird.

—

Nt &
ny+mz4+p.1

der Z'aihler die Summe der Nenner ist von den einzelnen Werthen in
+a:+a:;a|, wihrend der Nenner des Coéflicienten die Summe ist
von den Produktien der Nenner in den Ausdriicken beider Flichen,
[_:. ﬂ;i-q:-}-aj und | caitaiyal, jede so geschriechen, dafs die

So sehen wir also wiederum, dafs in dem Coéflicienten

Dimensionswerthe Briiche sind mit dem Zabler 1, und je zwei Nenner
mit einander mulliplicirt, welche den in gleicher Richtung genommenen
Dimensionswerthen der beiderlei Flachen zukommen. Fiigen wir noch
hinzu, dafs diese Nenner zugleich die positiven oder negativen Zeichen
der Dimensionswerthe tragen, denen sie angehiren, so haben wir die Re-
gel fiir die Bildung der sammtlichen zweiundvierzig Coéflicienten, welche
wieder nur die verschiedenen méglichen Combinationen von z, m, p, mit
-+ 1, 5, = enthalten und, wie immer, erschipfen.

Kebhren wir also zuriick zu unserm von Anfang gewiihlten Aus-
druck civer Fliche |a:i-ailal, seizen wir sie an die Stelle der vo-
rigen [ La: L s rr' und unterscheiden wir ihre verschiednen «, die

sic bald mit den cinen, bald mit den andern a einer Fliche |a: ja:a
in gemeinschaftlicher Richtung hat, so ist fiir (u-:-,{-a":i;-n ] in der

Richtung senkrecht auf (a5 a~: 5 a"J + als Einheit dieser Dimension
genommen, der Coéflicient = Y*:+i . denn es wurde fiir Py
RY4NZz4i.1

fir m, n' gesetzt, n aber in der vorigen Bedeutung des allgemeinen Coéf-
ficienten gelassen.
So wird fiir |@ < aioav| in der Richtung senkrecht auf

s ;: denn n sieht fir m,
REANY +1.1

{_ﬂ sy aio, a” ] der Coéllicient =

fir n, 1 fur p-

So wird ferner fiir Lr;*:-}a**:%n-*-l in der Richtung senkrecht
Y4s+1

Y . %] 1 —
auf | +aia":ija~| der Coéflicient = W TR Tl

. = . . — Fy¥z4+i -
in der senkrecht auf |La':;a-ia~| wird er = s e R

Phys. Klasse 1824. L1
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" +=Z 4
senkrecht auf |Ja :iae-:-a~| wird er = I.I{-ﬂ.1+11’.J;

und senkrecht auf |} aiaia~| wird er = -.i:_;.:n:.;
wie diese Coéflicienten in der Fig.5. an den innerbalb des Dreiecks fal-
lenden Stellen sich finden, durch welche Richiungen bezeichnet wer-
den, die zwischen 4+ @', 4+ @~ und 4 a liegen.

Was die zwischen — a*, oder — a*, — a und eine oder zwei
+ a... fallenden Richtungen betrift, so ist der der Fliche {n-: Loavi—a |
in Bezug auf sie zukommende Coéflicient auch klar durch das vorige
bestimmt; er wird, wic man sieht, wenn die Rede ist von der Richtung
senkrecht auf |—a: @i+ a~ | kein andrer sein, als __1{::;"';;".: u.s. f.

Die Stellen, welche den einzelnen Coéflicienten in unserm Schema
gebiihren, werden im allgemeinen abhingig sein von der Relation der
Werthe, welche man den Grofsen 1, » und »'; 1, » und z giebt. Wenn
wir setzen ' > n> 1, wie wir in den frilheren Schemen gethan haben,
so liegt die Fliche {E:-‘;n:%ﬂ dem Mittelpunkt der Construction am
nichsten in dem Raume, welcher in unserm Dreieck eingeschlossen ist
zwischen dem Mitelpunkt desselben, der Mitle der Scite zwischen —:‘n

i * i . - e
und —-, und der mit —- bezeichnelen LEcke. Der Coéflicient, welcher

in diesem Raume steht, mufs also unter jener Voraussetzung immer der
kleinste, sein Nenner folglich der gréfste sein. Dies ist fiir die
Summe der drei Produkte von drei gegebnen Grofsen 1, n, ', mit einer
anderen von drei gegebcnen anderen 1, », s nur dann der Fall, wenn
die grofsten mit den grifsten, die mitileren mit den miuleren, die
kleinsten mit den kleinsten multiplicirt werden.

Sewizen wir also z > 3 > 1, so ist die Summe der Produkte die
grofseste von n's4ny+1.1. LEs gehort also unter dieser Voraussetzung

. . % . o T4+ ¥YH+1 .
an die genannte Stelle in unserm Dreieck der Coéflicien ,;:;-;%—_,_-;. Dies

ist aber die Formel fiir den Coéfficienten, welcher der Fliche En‘: 7'#'_-,',::_]
in der Richwung senkrecht auf |@':+-@" i a~| zukommt; und es ist
Klar, dafs an dieser Stelle der kleinste Coéflicient liegen mufs, wenn

fir dic Fliche |a:-) u:-;—uj die kleinsten, miuwleren und grofsesten




Ferallgemeinerung einiger Lehrsatze. 267

Werthe in den Grunddimensionen in derselben Folge liegen, wie in
der Fliche [n:':.—r::%aj.
Die tubrigen Stellen, und welche Coéflicienten ihnen angehéren, folgt

der Bestimmung der ersten. In dem Ausschnitt zwischen dem Mittel-
punkt des Dreiecks, der Mitte zwischen 1 und -, und der Ecke -~ mufs
der Coéfficient zu stehen kommen, welcher der Fliche |a: L a+: Lo

zukommt in der Richtung senkrecht auf derjenigen Fliche [ﬂ tdia: }—a'! .

welche mit der vorigen |a': -a-: -i-a-"J gemein behilt das @, und ver-

tauscht das @' und a~, also auf [*,La- - }:r--]; fiir diese Richtung aber
ist der Coéflicient n*r.:r.-;-:-tn —g

5 ™ T . l+.r*l -5+J'+I &
Die beiden Coeéflicienten e und = e werden gleich

oder fallen in Einen zusammen, wenn » = 1; und ibr gemeinschaft-
===

licher Ausdruck wird — 5+, wie in Fig.2. Dort aher war es der
des Coéflicienten fiir a-:-'—n-*:—,',rn"-J in der Richtung senkrecht auf

s.a.3.a"tav | !a':a":‘Ta"'ﬂ, auf welchen letziteren Ausdruck sich

= Sem—

jeizt die Fliche [+a':a": ) a~| reducirt, wenn y =

Ferner mufs in dem Ausschnitt zwischen dem Miuelpunke des
Dreiecks, der Ecke — , und der Miue zwischen - und —- derjenige
Coéflicient siehen, welcher der Fliche |a : -4~ :—a| zukommt in der
Bichtung senkrecht auf einer Fliche |a:5 a:;a|, die mit der Fliche

la: L a": ya ‘| vertauscht ihr a+ und a-, und gemeinschafuich behilt
das a, d.i. in der Richtung senkrecht auf [ﬂ': }jﬂ":}a"-:; wir wissen

aber: fiir diese Richtung gilt der Coéflicient **r*' _ Dieser Coéffi-

T4y +1 Rz4Ny 4.1
cient wird identisch mit dem ersten 5, ", wenn z = 5. Dies wird

n'z4+n y -+ P
der Fall sein miissen, der sich auf eine Pyr:m:den—f}cmedexﬂache be-
zieht, wenn z =y > 1. Dals auch dieser Fall mit dem in der Fig. 2. ihm
correspondirenden Coéflicienten ———— stimmt, sehen wir leicht. Hier

wurde die Fliche gedacht als |a':z.a:z.a~|, in unserm jeuigen als

42 L

@igaiya-|. Sezen wir aber in den Werth 700, - fir s,

2 2 o . :

so 1ist f+ - = s = —. Und wenn wir in den obigen zwei
an4n it (n4n')z Sl S

identisch werdenden Coéfficienten — =y und ——— iy nach der

Ll2
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Gleichung z = », fiir y auch z schreiben, so verwandeln sich beide
- | 122

s(m'n)+1 T 1+ (n+n)z’
Es ist einleuchtend, dafs alle sechs Coéflicienten im Innern des

Dreiecks in Einen Werth zusammenfallen, wenn z =y =1, d.i. im Fall
es die Octaéderfliche wird, auf welcher die gesuchie Richtung senkrecht
stecht. Und dann reduciren sich die sechs Ausdriicke in den Einen, schon

B h |
aus unsern frithern Schemen bekannten, ———.

Es ist nicht minder deutlich, dafs an der Stelle aufserhalb des Drei-
ecks, welche in der Linie von der Ecke *-;:- bis nach der Mitte zwischen
— und — an die erste bezeichnete Stelle grenzt, d.i. in dem Aus-

n

"
schnitt, welcher sich zwischen den bezeichneten zwei Punkten und einer

Miue zwischen —, % und — 1 belindet, ein Coéflicient stehen muls,
der sich auf die Richtung bezieht senkrecht aufl |—a-:-a~:5 a~|; denn
dic beiden letzteren Werthe mufls diese Fliche gemein haben mit der,
auf welche der erste Coéflicient sich bezog, der fiir [a': | a-:ja-

galt; den Werth in a* aber mufs sie im negativen Sinn mit derselben

gemein haben. Der Coéfficient aber, der der Fliche th*:—' a» = J
zukommt in der Richtung senkrecht auf —ai r‘.“*:Jfﬂ‘:'-] i1st *"‘J:‘f‘_
\ = - : ; - Rrdny—1.1"

Auch dieser Coéflicient wu*d mit dem ersten —=*r*'  susammenfal-

We4ny+1
len, wenn in dem Ausdruck | -} a5 a: J der Divisor des ersten a =Null

wird, d.i. wenn die Rede ist von einer Richtung senkrecht auf einer
Fliche | a ;S a": za~|. Man sieht, dafs dies die Fliche eines Pyra-

midenwiirfels wire, und dafs die beiden erwiahnten Coéflicienten werden

= =4
wiirden = — _,_*i In Fig. 2. aber hiefs dieselbe Fliche [ma ta '| —
looa s a i -} a- ] Setzen wir aber stau _?% a* im ersten Ausdruck
ta-, also fiir », 1, so ist der Coéflicient _*Y = _2*' _ wie er in
-ﬂ-:"‘"ﬂ_}" A

Fig. 2. hiels,

Wir iiberzeugen uns eben so, dafs in dem benachbarten Aus-
schnitt links vom vorigen in unserm Schema, der Coéflicient stehen mufs,
welcher sich bezieht auf die Richtung senkrecht auf [— a g a i+ a
Dies giebt ihn = nf:*;,;_'_i Wiederum, wenn fiir 1, Null gesetat,

er also in den verwandelt wird, welcher sich auf die Pyramidenwiirfel-
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fliche [oca i a~:--a~| bezieht, so wird er mit dem in unserm Schema
i . N g 8 S+y+1 . . . By
iiber ihm stehenden Coéflicienten — o e identisch, und b-elflf .zu S

Dieser Ausdruck, verglichen mit dem ihm correspondirenden ;- in Fig. 2.

loset sich in denselben Werth auf, wenn die Fliche lmﬂ':-;-ﬂ":‘;_ﬂ"'-l
auf denselben Ausdruck zurt’ichgeﬁihrt wird, der ibr in Fig. 2. gegeben

war, d.i. auf {ca ia-isa~| = [:-un':~;—r:--:n--- , also wenn y =1
gesetzt wird,
. gy By S4y4i S4Y+1 S+r+1
Alle vier Coéflicienten We+ny+1’' ma+uy+1’ nedny—1 " ni4+ny—1

miissen in Einen Werth zusammenfallen, wenn 1 =0, und z =y gesetzt
wird, Die vier Flichen, auf welche sie sich heziehen, fallen dann zusam-

men in die Granatoéderfliche im: asaciae| = [e:u.: a: yaviya-|; der

gemeinschafuliche Werth des Goéflicienten ist = 2= __=_%_, wie er
(W 4n) n

aus dem ersten Schema bekannt ist.
Nach diesen Regeln geht das Schema unsrer Fig. 5. aus der Vor-

aussetzung s> ) >1 und n'>n>1 hervor. Setzte man hingegen »>s>1,

L L [ b - Y. s O :-+ +‘|
wilirend immer »'> 72> 1, so tauschten je zwei Coéflicienten wie _;L, ==
e

und oo ibre Stellen. Letzteres wiirde dann wiederum der kleinste
sein, welcher, so lange 2"’ > n> 1, immer an der nemlichen Stelle un-

sers Dreiecks stehen mufs. Nach den verschiedenen moglichen Voraus-
selzungen s> )>1, Yy >35>, Y2 U12>5 32123 )0, 1>)Y>5 1>253>3)
wiirden der Reihe nach alle die sechs Coéllicienten innerhalb unsers
Dreiecks an die Stelle unsers HZ:_L: -:-:
gekehrt wiirde dieser Werth fortriicken in der so eben angefangenen
Richtung nach der Reihe der Voraussetzungen z>y>1, y>z>1,

I>1>2% 1>9y>35 1>3>y, und 3>1>7.

§. .

Wir konnen ohne Schwierigkeit, was wir von dem sphiroédrischen
System hier entwickelt haben, auf die tbrigen Systeme anwenden, welche
auf drei unter einander rechiwinklichen, aber ungleichen Grunddimen-
sionen beruhen. Wir sctzen also die drei @ verschieden, als «, d, c,
und suchen die Werthe in den Richtungen senkrecht auf einer Fliche

zi stchen kommen; und um-
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[faigbiic fiir eine gegebene Fliache | a: é'Lc] So ist, mit Beibe-
hnllung ganz der vorigen Construction, in FIE 6, CA=a, CB=b, Cy=
Fﬂ, Cﬂ _é“nd.{f'r r‘B'__?'P Pﬂ._ 4 _..E ﬂ l}" 55 -liﬂ

1' fli

AD:DB=Ar.CS:r$.CB=13"a"L-:y*b".1=1a" 1y}

Cr:CD=CS5.4AB:SB.AD 4+ CS . AB =—‘~:— (za"4»0%): (1 --rr) za" 4
L (za’+ yb*) =y (za’+ yb*) 1 3% a* 4 3 b°

C _‘.I""f-ﬂ +Tﬁt} CD

1‘ 1+J,.1b‘.l

=== __ &'+ yh? s
SP__ Cr at+yih Cﬂl

J
ab
aber auch Cp = e on
'a
N
Ve' i ]‘"ji + v
. __ a4+’ H abVs'a’+ y'b" ¥ y b st a?
fﬂlg].lﬂh Ch= “:_,,._ﬂ_.t_ CF_' za'+ ybt TN
3

In Fig. 7. ist ferner CO=c¢, und Ot:¢ =E':;‘uf-‘|-&_;*bi

OF : FD = 0t.Cp:tp.CD=¢* (3a*+y¥") : srjipoips (3°a" + 7 47)
= c*(sa’ 4+ rb") : a*b*
Ct:CF=Cp.0OD:pD.OF+ Cp.OD = (za" +)b") (a*b"4za’c’+ylb’c
((z*—=3z)a* 4 (y*—p) ") X * (za" 4 pb") 4 (za"4-yb") (@’b" 4+ (30’4 b") c*)
=ﬂ=£’i+5ﬂ=ﬂi+)“ :c!: (aiﬂt_i_fl'&l)cn_'_ﬂi&t

Aber Ct : CF = a*}* + za°c’ +_;r£»' c*: a*d’ 4 3'a'ct 4 y'b'c* =
'.I
e Tk
Nun ist Ct = co.Cp __ abe
ap Y at +_;r V a'l? =
tig? +J“'ﬁ‘+c
abe _
Ya*b* +zc'a’c’ + 21" 3/ 2? L
TS Yasprh
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also ist CF oder die Einheit in der Dimension senkrecht auf |+-a: 5 b:c
in dem Octaéder a:éb:ec | .

-V 1 s? .?"
CF = a’b’+:'a*e’ + 7% c? Ct— abeYa’h® +2*a’ e’ + 3?0 e? iy S
&0 +2alc 4yl a’b’ +za'c+ yble’ T 1,--_:3*"%

€

Wenn nun wiederum fiir die Fliche E_-u: wei5el, durch den
Endpunkt von ¢ gelegt, mithin als |[Za:Z/b:c| angesehen, in Fig. 8.
Cn= -*:%CA:% a und Cm = %C!ﬁ = % J ist, und wiederum

CqgiqgB=—- i—&:ﬂ—-%}&:n:m—u,

sowitd Cu: CD=Cq.AB:qB. AD+ Cq.AB=n.(za"+)b"):(m—n) 2a"+
n(za"+rb*) = n (za*4yb*) s mza® 4 nyb*

Do n (sa*+ yh?) ch

mza‘+nyl’

plza’+vb?) ch

e ___F_
Cs = n Cu= mza‘+ nyb*

folglich der der Fliche f—,',-a:;';ﬁ: w¢| selbst in der Richtung €2 ange-
za'+yb* .
ni:n‘+fn._ybi' 2

hirige Werth = ;T Cs=
Und in Fig. 9. wird, da Cs:s D=p(za*+ 34*) : (m—p) za* 4 (n—p) y)*,
Cr:CF=Cs.00:sD.OF4Cs.OD=p (za" 4 yb*) (a"b*4za"c*4yb*c"):
((m—=p)za’4(n—p))t°) c* (za° 420 ) 4 p (za° 42 8%) (a* ' 4 za* b b ") =
pa* b4 zac* 4 ybic®) s mzate - nylte’+ pa’l®

— platb’aza’c’+xybie’) .

Cx = p.a.a’b’+nybic’+mzaic Cr
So wie aber Ca der durch O, d.i. durch den Punkt 1.c¢ gelegten
Fliche H“" s 2] r.?] in der Richtung CF zukam, so kommt der durch

-;,—c gelegten Iliche E‘ra::'.&: ,'.rJ in dieser Richtung der Werth zu

il . ®
142 1.2 . | E] ey 3
= Ca=_titrbersee CP=_L ¢ ° CF=
” por.abienybiet+mzate 1.p Ry 'Mm.3
ot e YT
l.-'"J.'r 21 i
|
n.y m.s  p.1
-l - ﬁ‘l + f.“
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Und dies ist der gesuchte Werth in der Richtung senkrecht auf
[+a:5bic] fir die Fliche [+ a:5b: ¢l

Wegen der Ungleichheit der Dimensionen a, 3, ¢ ist auch eine
Fliche |ja:54:ic| u.s.f. der vorigen (yaizbic| ganz ungleichartig,
und daher die Wiederholung analoger Flichen durch Umtausch der
Coéflicienten in den verschiedenartigen Grunddimensionen in der Nawr
solcher Systeme nicht gegriindet. Fiir sie wiirde daher das Schema
Fig.5. sich vereinfachen in das Fig.10., wo blofs der Unterschied posi-
tiver und negativer Gréfsen in den Dimensionen a, &, ¢ bleibt, die Coéfli-
cienten einer jeden iibrigens unverindert gelassen werden. Dies giebt
im allgemeinen acht zu unterscheidende Richtungen; senkrecht gegen
+a:-zb:e] oder gegen [-—»_,La:-—-}ﬁ:—fj; gegen Eﬂ:-}ﬁ:—-r oder

gegen |—-yai—-b :j} 4 r—;-n:—- ybie| oder [—- va:ybi—c|; und

[—Ja:zbic| oder [Ta:—jbi—c|

Von den letzteren sechs Werthen zeigt das Schema, Fig. 10. die drei,
welche den grofseren Ausschnitten aufserhalb des Dreiecks zugehiren;
ihre negativen, in den entgegengesetzten kleineren Ausschniuen hinzu-
zufiigen, wire iiberfliissig. Fiir den entgegengesetzien des ersten bedarf
es im Schema wieder keiner Stelle, da er negirt ist, wenn in beiden
Flichen [fa:jd:c| und | wa:ob:5e| die emsprechenden Dimensionen
alle in gleicher positiver Richiung genommen werden,

Es ist an sich klar, dafs, wenn eine der Gréfsen ), z, oder (als
Divisor des ¢) im Zeichen ‘a:;4:c| = Null gesetzt wird, der Coéflicient
innerhalb des Dreiecks mit einem der angrenzenden aufserhalb identisch
wird; seine Stelle riickv dann in die zwischen beiden liegende Seite des
Dreiecks, und die gemeinte Richlung, in welcher er den Werth der Fliche
-,‘,-n:-,_:,—_ﬁ:-_;:-_:{f' angiebt, ist dann senkrecht auf einer Fliche aus einer der
drei Zonen, deren Axen parallel sind mit einer der drei Grunddimen-

§. 3.
Der Fall des viergliedrigen Systems ist bekannilich der, in welcher
zwei der rechtwinklichen Grunddimensionen unter einander gleich sind,

sionen @, &, oder c.
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aber verschieden von der dritten. Wir sewzen also a = &, so verwan-
delt sich in der Form des Coéflicienten der gemeinschaftliche Zibler in
f:f RS :,1 , der Nenner aber in die verschiedenen Werthe, wie sie das
Schema Fig. 11. giebt, mit Weglassung der entgegengesetzten von den
geschriebenen. Es verdoppelt sich nemlich wieder die Zahl der gleich-
artigen Flichen gegen die vorige; die beiden gleichen a vertauschen ihre

Coéflicienten wechselsweise und geben dann mit dem unverinderten ¢

vollig gleiche Flichen; es sind die, welche zusammen einen Vierundvier-
kantner bilden. Sie liegen um die Endspitze ¢ symmetrisch herum,
welches in Fig. 11. unmiuelbar einleuchten wiirde, wenn wir nicht der
Bequemlichkeit des Raumes wegen, statt der in den kleinen Ausschnitt
an ¢ gehorigen, die ihnen entgegengesetzten im unteren grofsen Aus-
schnitt, geschrieben bauen. Im sphiroédrischen System stellen sich um
jede Octaéderecke drei Reihen solcher Vierundvierkantner und bilden
den ‘Sechsmalachtflichner. Welche je acht nebst den ihnen parallelen
es sind, sieht man jetzt in der Fig. 5. sehr leicht. Nur die dufserste der
drei um die obere Ecke des Dreiecks herumlicgenden Reihen hat uns
ithr Gegensuiick in Fig. 11. gegeben; wir hiuen jede der beiden anderen,
die mittlere oder die innere Reihe wihlen konnen; aber wenn wiederum
z>y>1, und m>n>p, so sind theils die Stellen, theils die jedes-
maligen Combinationen der Gréfsen, aus welchen der Nenner des Coéffi-
cienten zusammengeselzt wird, an den verschiedenen Stellen als dieje-
nigen bestimmt, welche die Fig. 11. darlegt.

e 1 T,

Phys. Klasse 1824. Mm
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