VYon der Integr_ation der linearen Gleichungen
mit partiellen‘ endlichen Differenzen.

Von
H™ EYTELWEIN.

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 3. Juni 1824.]

§ 1.

Bedeutet "G, irgend eine unbekannte Funkzion der verinderlichen
Gréfsen m und », wo m und r jeder ganzen Zahl oder o gleich seyn
konnen, so heifst jede Gleichung in welcher diese Funkzion fiir ver-
schiedene Werthe von m und r vorkomamt, eine Gleichung mit partiel-
len Differenzen, und man ist im Stande diese Diflerenzgleichung zu inte-
griren, wenn der Werth der unbekannten Funkzion "G, angegeben
werden kann. Dergleichen Differenzgleichungen gehéren zu den dop-
pelt wiederkehrenden oder recurro - recurrenten Reihen, und sowohl
Laplace (Mémoires sur les suites récurro- récurrentes, Mém. de Mathémat.
Zom. V1. Paris 1774, — Rechreches sur [’intégration des equations dif-
férentielles fintes, Mém. de Mathémat. Année 1773. Paris 1776.) als auch
Lagrange (Recherches sur I intégration des équations linéaires aux diffe-
rences finies et partielles ; Nouy. Mém. de I’ Acad. de Berlin, Année 1775.)
haben zuerst tiber diese Reihen ausgezeichnete Untersuchungen ange-
stellt, ohne jedoch die erzeugende Funkzion, aus welcher "G, entstan-
den ist, niher zu bestimmen. Man findet zwar in 47bogast, Calcul des
dérivations, (Strasbourg 1800.) dergleichen Untersuchungen; allein abge-
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sehen von der dortigen Bezeichnung, wird es micht unwichtig seyn, die
hierher gehorigen Entwickelungen noch auf einem anderen Wege zu
erhalten, von welchem ich mir schmeichle, dafs auf demselben die ge-
suchten Ausdriicke einfach und iibersichtlich dargestellt werden.

‘Weil die partiellen Differenzgleichungnn von der Form

"G, +a. "G,_,+b "G, 4c. "'G,_,=f(n;r)

am meisten vorkommen, wenn hier f (m; r) irgend eine gegebene Funk-
zion von m und r bedeutet und 4, &, ¢ willkiihrliche besuindige Koef-
fizienten sind, welche auch einzeln = o seyn kénnen, so wird man sich
hier vorziiglich auf diese Differenzgleichung beschrinken; es wird sich
aber sehr leicht tibersehen lassen, dafs mit Anwendung des polynomi-
schen Lehrsatzes und einer einfachen Bezeichnung der Polynomialkoef-
fizienten, die Untersuchung auch leicht auf jede andere gegebene Dif-
ferenzgleichung angewendet werden kann. Uebrigens ist bei den von
Lagrange untersuchten Differenzgleichungen durchgingig f (m; r) = o
angenommen, wogegen hier dieser Ausdruck jede beliebige Funkzion von
m und r bezeichnen kann.

Bei den folgenden Untersuchungen wird zuerst die Entwickelung
gebrochener Funkzionen mit zwei verinderlichen x und y auseinander
gesetzt und hiernichst bestimmt, wie gegebene Koeffizientengleichungen
welche mit den angefiihrten Differenzgleichungen einerlei sind, integrirt
werden kénnen.

Noch ist zu bemerken, dafs hier zur Vereinfachung, Binomial-

koeffizienten wie

[ WL Lt R EERLE UL DR S

bezeichnet werden. Ferner wird man von einer Reihe
P=dtd x4+, 2°+ A4, 2°4+......4, X 4+......

den Koeffizienten 4, durch PK, bezeichnen, um dadurch niher
anzudeuten, zu welcher Reihe vorkommende Koeffizienten gehéren.
Man erhilt daher auch

() P=PK,+PK, . x+4+PK, . x*+PK, . 2>+ ... + PK, . X" +.....
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§. 2.

Man setze

A + Aix + A,x2° + A;2® H+.iiii A, +....=P

Ay + ‘A xzy + ‘4, 2%y + ‘4, 2%y A4eiii A2y +0io.=Py
Ayt - Ayt A P 2yt 4 PA Xy e A, Y, =Pyt
YAy 4 A 2y A P Aty 4 VA TPy i A, XY A =P,y

..... @ e & o 4 0 o v o & 6 e & P s e o 6 & s & s s 6 & s 6 s 0 0 o 0 0 s s 0

mdy A xy Ay 2Py - Ay x3y+....+ md, LY denni= P,y

ooooo 4 & o ¢ e o o o & o 0 o o e o ® s o 2 e & s . s 0 o e o 0 0 s o 0 & 0 v o

und es sei die gebrochene Funkzion

Pl
t+ax + by +cxy

zu entwickeln, so ist die allgemeinste Form welche der Zihler P!
erhalten kann

P =P4+P,y+P,y'+P,y’+....+P, )" +......[1I]

wenn P; P ; P,;.... die oben gegebene Bedeutung behalten.
Setzt man nun ferner:

G + Gix + Gix? +H G633 Hiioir G2 A....=0Q
Gy +'Gixy +'G 2ty +'G 2y +. . +'GCXy +oiio=Qy
Gy + G xy + G 2y + G, 2P Y e G XY Ao = Q)

ooooooooo 6 o ¢ o 8 o e 6 & e 8 8 B 8 e & e s s e e e 8 a4 e » o

"Gy" + "G xy" + "Gy x ';'”‘+”‘qu3)"”+....+”’ny”+....-_Q,,,y"‘

o e o o o o “ o & s s s e s s e s o . e o 8 o e 6 0 o o o b o o e o v o e s e e

und bezeichnet durch Q' die Etitwickelung der gegebenen gebroche-
nen Funkzion, also ‘
Pl

i teeecnienereensersennas X art iy T ory = Q

so ist die allgemeinsie Gestalt welche diese Entwickelung erhal-
ten kann

Q=0+ Qr+Qr+Q, 0 +....+ Q. +.....[II]
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wod; A3 A5 Aysenn. gegebene und G; G,; G,; G,;......
noch niher zu bestimmende Koeffizienten bedeuten.

' Nun werde 1+ + ax = e und b + cx = gesetzt, so erhilt
man wegen (I)

------

=iy =F o -+ + L F ]

oder statt P' aus [I] den entsprechenden Werth gesetzt, giebt:

r P p? P, -
Q=+ r+ [0t 25 )+
—-PB _P1§ Pm_ig
a2 ozz - «?
Pp2 P, ,B*%
+ w3 + (z23
pga
i am-{-f

daher wird nach der Bezeichnung §. 1. (II)

p, P, B p,_,[0? pen
Q1 Km _ - ’2 -+ : = essecen i W

o ¢4 [24

Denkt man sich .diese Glieder in Reihen aufgelést und nach
den Potenzen von x geordnet, so findet man den zu x" gehérigen
Koeffizienten oder

Q&) K =(2) K~ (T=2) K+ (P22 K —.. £ (B k. iy

Nunist P, ="A + "4, x+ "4, 2° + "4, 2" 4....+"4 x" +....als0

Pm___= m—ud+m—n41x+m—n42x2+m—njax3+.‘ .
+ "4 4.,

und wenn man setzt

B (b+ca)

“»4-1 - (1+ax)n+1

="B+ "B,x+ "B,x" 4+ "B, x® 4+....
+ "B.ax +.... [IV]
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so wird
Lol mm g B A B bt A, . B |2 . daber § 1. (1)
+m--nA "Bt _'_m—nll'.-_’...B1
+m—-Ar_2 »Bz
+"~d4 . "B,
(Pm:?)K_u—nA nB+m—-»A ..B’+m-'44,_2-n.B2+ .........
+""4."B,
und man findet hieraus, wenn o, 1, 2, 3, .... statt n gesetzt wird
(%) K="d .B+"4d_,.B,+"4 _,.B,4ee.... +"4.B,
(5‘:2—‘@) K=""'d.'B+""'d,_, . "B, +"""d,_,.'By+.........
[ 3
+"'4.'B
(,,,,,)K A ."B4Ad_, "B, +A_, ."B, 4 .uee.....

+ 4 ."B, oder nach [III]

+( "d,. B+ "4,_,.B+ "4,_;.By+...4+ "4.B)
1B+m-—1A .1B +m—1A 1B2+ +m—1A {B)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooo

wo das obere Zeichen fiir ein grades, das untere fiir ein un-
grades m gilt.

Nach [II] ist Q'K, = Q,. Aber auch

daher wird auch Q, K, = "G, oder
(Q'K,) K, = Q. K, ="G,.
Ferner wird mit Anwendung des binomischen Lehrsatzes nach [IV]
€ "B, ==+ [("+m),,, ab — (r4+m—1), ma~t "' ¢
+ (rm—2), md " BT — ik m B

Mathemat. Klasse 1824, H
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wo das obere Zeichen fiir ¢in grades, das untere fiir ein ungra-
des r gilt. Hiernach wird:

B==+da

‘B,.=+ [(r+ 1) @b —ra~! c]

*B =+ [(r+2)2 abt—z2 (r41), a"‘.’ be4r,a "* c’]

‘B ==+ [(r +3), b’ —3(r+2),ad " bc+3(r4+1),a b’ —r,a 3 c’]

u.s. w. Ferner

"B = b

"B,=m "'c — (m+1)ab”

"B,=m, " ¢t — (m1)m al” ¢ + (m4-2),a% b

"By=m, 1" ¢’ —(m¥1)myab""" " + (m+2), ma’ """ c— (m+4-3),a°b"

u. 5. w.
Es ist daher (Q'K,) K, oder
+ "4, - "4._, a + ""d._. a’—..+ "A(—1) a
—("'4.b +""'4,_, . 'B,+"""'4,_, ' By+....4""'4 . 'B)
AID) "G, ={+ ("4, 4 + "~*A4, _, .*B, + ™24, _y *By+w.t-""24d . *B,)
+( A4+ A_,."B,+ A _,. "Byt~ A . "B)
wo das obere Zeichen fiir ein grades, das untere fiir ein un-

grades m gilt.
Hiernach ist man im Stande, weil "4, gegeben ist und "B,
nach (II) aus a, 4, ¢ gefunden werden kann, die vollstindige Ent-

wickelung von Q' zu finden.

§. 3.

{. Zusatz. Sucht man die Entwickelung von
1)1 mn
Trarssy = U =0+400+ Q0+ QS H e Qe

wenn P' und Q' die bisherige Bedeutung hehalten, so wird hier
¢c = o0 also "B — =+ (r+m),_ ab”, daher B, = + a'; 'B, = *+

T

(r+1) a'b; *B, = & (r+2), @’ 6% ...... und man findet
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+ mA, - mA, _,a+ A, ., @ ~... "4 (—a)
—~b ™4, —2. .4 a+3,. "4 _,at =+ (r+1) . '"-’A(—a)’]

G,= +b’[m-’d,—3 S @ ay M, @R = (P 2), P A (—a)’]

* b"‘[ A, —(m+1) A4,y a+ (m+2), 4, 1 &* —....4+(r+m), A (—a)’]
wo das obere Zeichen fiir ein grades, das untere fiir ein ungra-
des m gilt. .

Fiir m =3 und r = 2 wird hiernach
+ dy— dia+  Oda?

—b [*4, —2.%d, a+3, . *da?]
+b2 l-t.dg —-_3. ’Ai a+42 . 1/{“2]
-3 [ 4 —4. A a+5, . Ad7]

3
ng

§. 4.

2, Zusatz. Fir die Entwiclgelung von
1
1+a:+cxy = Qt = Q+ Q.r+ Qefz"" Qir’ H it Q0" He
wird hier 6 =oalso B.=%+da; 'B=7Fra " 'c; *B=tr,a " *c?%
*B.=7r,a ~°c’ und iberhaupt "B, =+ (—1)"r, @ " ¢", wo das
obere Zcichen fiir ein grades, das untere fiir ein ungrades r gilt.
Hiernach findet man

B=1; B, =—a; B, = a?; By;=— a®; B,=a"; .ccccriececeuennn

1B = 0 YB
N ’ 1
B =o0; B

- ’ 1
®B=10; °B, = 0; 3B, = 0 ; *B;= c® 3 *B, =—43a ¢% ........
‘B="*B, =B, = "B, =0; ‘B, =c*; *B; = — 5, ac*; .......... folglich

¢c; 'By =~—2ac; 'B;= 3a%c; 'B,=—4 a®C ; ceeeeers

0; 2B, = c?; 2By =—3ac?; 2B, = 4,a%c% ccceerus

(+ mq, - ng . a+ md a8 —..... +(—1) m"da
—c ["'“'/,_(-2 ety a3 ™4 s at—. +(—1yr ."‘—‘Aa""]
+ c? [”'-’A,_,—-z, P4 sa+a, A _yat— 4+ (—1) ry .’""’Aa’-’]
"G’ = <—'03 ["'—xdr_g—lg;,."“’d,_, a+5;." 34, _sat—.....4(—1) r; . da"
+ct ["""‘A,_‘—h BtA, a6y .04, _gat—..... +(—1) r, ."'—‘Aa’—‘]
—ct "t =6 A, AT P, @ — (=) g Aa
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Fiir m = 4 und r = 3 wird

+ A4, — ‘dya—+4 4, a®* — *Aa®
-—C (3./12—2 03141 a+3{l az)
+c? (gAg — 32 A a)

—c%.'4

’G3 =

§. 5.

3. Zusatz. Sucht man die Entwickelung von

il 1 .2 3
14+ by+cxy =Q' =0+ Qr+ Q'+ Q1+ ...+ Q7 F e

so wird hier @ =0 also, "B, =m, 6"""¢ , daher "B, = fiir r > m,

wegen des Factors m,. Hiernach erhilt man :

f+ mAr 3\
__(m—iArb + m—iA’_‘ C)
"G — 4+("‘—2A,l;2+ 2.7 24, _, b c+ =24, _,c?) f
' —("OA B4 3P, B o 3, PA, b P Ay o)
\Xx( A4V +m. A, _ 0 tedmy. A _ 20t nid-m, AV )
Fir m =4 und r =7 wird
\
+ *4,
-— 3A7 b — 3A6 c
‘G-,=<+“’A7b“’+z.“’,4(,bc+ 2A; c*® '
—!-147&3—3"/46520_32'1-456 02—" 1A403 '
|+ A b 4. Agb3cHdby. Ay b%c? 445 .4, bc® + A, c‘J

S. 6.

4, Zusatz. Fir diejenigen Fille in welchen der Nenner der gege-
benen gebrochenen Funkzion nur aus einer zweitheiligen Gréfse
besteht, erhilt man fir Q' sehr einfache Ausdriicke.

Wire die gegebenc Funkzion ——
man 5=0 in §. 3 oder c =0 in §. 4. Dies giebt
"G, ="d4 — "4

r—1

zu entwickeln, so setze

G4+"d _,a°—"d _,a 4. "d (—a)
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‘daber findet man nacH §. 2.

Q= A+ (4,— da)x+ (4, — Adja+ da*)x*+ (43— Ad,a+ Ad,a*— A4a’)x* +....
Q="d+ ("4~ da)x + ("4, —'dia+'4a’) 2+ ("4, ~ ‘dya+ ‘4,0’ ~ ' da) T F....

Q="4+4,—*4a)x+ (4, — *d,a+ *4da Y2+ Ay —dra+34,a* — *dad) P +....

u.s. w. Hieraus folgt

+ A+ (A4 — Ada) x4+ (A, — A, a + Aa?) x*
+_(,43-- A a + Ay a®— Aa®) x>+ i ..
+ 14+ (4 —'da) x4+ ("4, — 4, a + '4 a?) 2*
+ (‘ds — 'd; a + ‘4 a® — "4 a®) 2>+ ..out .]y
P‘
M) oar =+ [+ (A, —da) &+ Ay — %4, a + A a®) 2*
+ (Pd; — %Ay a + 24, a® — 24 a®) x* 4+ ...... ]y2
+ [P4 + (P4, —34a) x + (4, — 4, a + °4 a®) x*
+ (°A; — %4y a 4 %A, a® — 34 a®) 2+ ....0e J)f’

Zur Entwickelung der Funkzion selze man ¢ = 0 In

t+by
§. 3 oder ¢ =0 in §.5, so wird
"Go="d —" " b+"A D —"L b e A
Hiernach die Werthe Q, Q,, Q,..... bestimmt, so erhilt man
+ A4+ Aix+ A 2 4+ Ay 23 4 A, * + Ay 2+ A, x°
+A7 X7 A vecseresersrenanares
+ 14— Ab 4 ("4, — 4, 8) x + (14, — A B) =*
4+ ('dy — A, 0) 2% 4+ ("Ai — A, 8) 2+ e 1
pt + [ = tAb + A6+ (A — A+ AP
(1I) ':Tb}‘:{ 4 (Cdy — Ay b A Ay B) X A eerrrerrirrenareens ] y2>
+ [P — 246 + AP — AL + (3A, — A, b+ 4, b°
— A5 T A ORI ] »
+[*d — 246 + A8 — 'AE + AL + (A, — A b
4 %A 8% — T4 B A b)) T A eveenieninnnnnns ]
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1

Die Funkzion T-?—P—cx_f zu entwickeln, setze man ¢ = 0 In

§. 4 oder 6=0 in §. 5, so erhilt man
"Go="d4 —""'d _,c+""d _,—"A _ "4 _ e —........

und wenn hiernach die Werthe Q, Q,, Q,, ...... bestimmt wer-

den, so findet man

4+ A+ A, x A2+ A0+ A, A+ A+ AT
+[‘A+(‘A,— dc)x+ ("dy— Ayc)x* + (4, — 4,¢) x°
. + (4, —dyc) 2+ lr
+[’A+(’A,—‘Ac)x+(’A,—‘A,c+ Ae*) 2*+ (P4, — 4, ¢
+d, ) xd e e ]y’
L . +[’A+(3A,-’Ac)x-i——("‘A,-—“A,c-f-‘Ac") x’+(3A3—’Azc+’A,cz>
t4cxy —AC%) T A, 1

+[d+ (A=) + (P = A c+ M ) T+ (= Mo+ 7 A,
—14C) X A 1
+[5A + (A —*dc)ar+ (Pdy—*d e+ dc ) 2P+ (Pdy— *dyc+ P4, ¢
—*dceP) 2t ]y

Besteht der Zihler P' =P 4+ P y + P,y + P,y +.......
aus einer bestimmten Anzahl Glieder, so lifst sich leicht iibersehen,
dafs alsdann die gefundenen Ausdriicke noch sehr vereinfacht wer-
den kénnen. Sucht man z.B. die Entwickelung von

A+ dix+dygx® + Ay + 'd, xy+ *Ay°
14+cxy

>

so sind hier aufser 4 ; 4,; A,; '4; 'A,; *4; die tibrigen Koef-

fizienten = o, daher erhilt man
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A+d, x+Ad, 2 +'dy+ 4, zy+ 24y

+[’A—

_[2,4 -

14+cxy

9

{24 -

§ 8.

—[-— ‘4 — ("4, —dc)x+ A, c2* + A, cz’]y

[+ A4+ A, x + 4, 2°

‘dex — (‘4 —dc) cx® + Ay ¢’ 2P
+Azczx¢]),z
tdex — (4, —Adc) cx* + 4, ¢* x°
+4,c? x‘]cxy’
'dex — ("4, —Ac) cx* + 4, c* 2}
+ A, c’x‘] ¢ x? gt
‘dexr — ("4, —dc) cx® + 4, ¢*x?
+4.c? x‘] ctxty?

......................

Den Zusammenhang der eingefiihrten Koeffizienten zu tiber-
sehen, dienen folgende Auseinandersetzungen. Es war

P = (+ax+by+4cxy). Q'

oder aus §.2 die entsprechenden Werthe fiir P' und Q' gesetzt
und nach den Potenzen von y geordnet, giebt

P+ P y+P,y"+P,y +.c... + P y"..... =

Qz y200000+ Q,,, ‘},m_,_ oooooooo

-+ Q+ Q, y +

j+a.rQ+ax Q.| +ax Q.
+ 5Q + b0Q,

[ +cxQ + cx Q,

+ax Q,
-+ b Qm—!
+cx Q,_,

daher wird nach der Lehre von den unbestimmten Koeffizienten
P, =(+ax) Q,+ (b+cx) Q,_,, oder wenn man fir P,, Q,
und Q,_, die entsprechenden Werthe nach §. 2 setzt:

A+ A, x+"Ad, "X T, =

+ G +- "Gy
4+a. "G

+ 6. ."1G4 6.7 Gy
4+c.™'G

x 4
+ a .
+ 5.
+ c

"Golx? 4 ee + "G, L A e
=G, 4+a. "G _,
"G, + 5. "G
.G, 4+ c."1G, _,
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daher nach der Lehre von den unbestimmten Koeffizienten
(D) "4 ="G +a."C_,+b.""G +c.""G _,

Nach einander o, 1, 2, 3,...... statt r und m gesetzt, so wird
wegen "4 = ound "4 = o0

"d ="G +b."7'G

"4, ="G +a. "G +b.""'G 4c." G
"A,="G,+a. "G, +b.,"'Gy4c.m" G,
"Ad;="G;4+a. "G, . +b.7'Gy4c 16,

...........................

A = G, +a. G, _,

‘4 =6, +a. 'G_+b. G H+c. G _,
24, =2G. +a. G, _,+b. 'G +c. ‘G _,
34, =3G, +a. *G._+b. *G 4+c. ?G _,

Hieraus erhialt man ferner
°A=°C A, =G,
l/l=1G—|—b. G A,=G,+aG
24=2G4+b.'G Ay =Gy + a6,
=G+ 5. G Az =G; + aG,

.......................

S. 9.

Aufgabe. Die gegebene partielle Differenzgleichung
"G Ha. "G _ +b6."T'G +c."T G, =f(r,m)

zu integriren oder den Werth von "G, zu finden, wenn f (r, m)
irgend cine Funkzion von r und m ist.

Auflésung. Man vergleiche den gegebenen Ausdruck mit (I) §. 8
so wird "4, = f (r, m), und man kann hiernach "4, fiir alle Werthe
von r und = finden, daher erhidlt man &, nach (III) §. 2 wenn
zuvor der Werth von "5, nach (II) §. 2 bestimmt ist.

Beispiel. Dic zum integriren gegebene Differenzgleichung sei

"G +"G _ +"'G +"G_, = mr
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so wird hier e =é=c=1 und "4, =mr, also §. 2 (II)

"B =+ [(r+m)m —(+m—1), m4 (r4+m—2), m, —..... £ m,]
oder weil nach den Eigenschaften der Binomialkoeffizienten dieser
Ausdruck = =1 wird, so erhilt man
"B ==+ 1, wo das obere Zeichen fiir ein grades, das untere fiir
ein ungrades r gilt. Hiernach findet man '

"B,=1; "B, =—1; "B, =1; "B, =—1;..... daher §. 2 (III)
wegen A4 =0

-+ m [r—(r—1)+(r—2)— ..... 1110]
"G =]~ (m—1) [r—(r—1)+(:‘—2)—.....1110]
F1 [r= (=1 4+ (r—2) —ee. 31 %0]
oder weil [ r — (r—1) +..... F 4]—_— (—1) [—1+2—3+ ..... ir]

2r 41— (—1) . .
= + - (=1 ist, so crhilt man auch
(3

"G, = [m—(m—1)+(m—2)— ..... ?,:1] Zr+1:(_1) folglich
mp _ 2mAt—(—1)"  2r41— (—1)
G = 4 ) 4
Firm=r =1 wird 1G,+ 'G + G, + G =1.
Aber 'G,=1; 'G =o0; G,=0; G =o;
daher 1 + 0o+ 0 + 0o =1.
Firm =3undr=:2 wird ’G,+ ‘G, + ‘*G,+ *G,=3.2.
Aber302=2; 3Gt_.—_z; 262:1; 2G1=1;
daher 2 4 2 -+ 1 + 1 =6.

Firm=7undr=6 wird "G, + 'G,+ °‘G,+ °G,=71.6.
Aber 'G,=12; 'G,=12; G, =9; °G, =
daher 1z + 12 + 9 + 9 =A42.

Sucht man die Funkzion aus welcher die gegebene Differenz-
gleichung entstanden ist und bemerkt dafs hier @ = b=c =1 ist,
so wird

Mathemat., Klasse 1824. I
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1+ H+y+xy
§- 2 wegen "4 =o und 4, =0

die gesuchte erzeugende Funkzion, und man findet nach

1ty +1.2x2%y +1.32% 4+ 1.4x'y +1.5.2%) o+ ..uuee
2 12y 42 .22%)% 4 2.32%)% 4 2 .42y 4 2.5 2% 4 ...l
P' =3 120> +3 22290+ 3.32%9° 4+ 3 .49 4+ 3.5 2°0% + sveuu.

D R R S S A A ] « 2 e e

¢ e b o e e = s s e o s o R I T S A L

m.1.tf+m.2x"’y’”+m.3x3y”‘+m.4x"y"’+m.5.x5y"-l-......

Fiir verschiedene Werthe von "G, erhilt man nachstehende

Tafel mit doppelten Eingingen

"G, 0 1 2 3 4 5 6 T 8 Gewerinsr
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Oseeennons
1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 S,
2 0 1 1 2 2 3 3 4 A 5.iieeen
3 0 2 2 4 4 6 6 8 8 10.c.ieen..
& 0 2 2 4 4 6 6 8 8 10 .ieseesns
5 0 3 3 6 6 9 9 12 12 15.i.e0e0..
6 0 3 3 6 6 9 9 12 12 15 .........
7 0 4 4 8 8 12 12 16 16 20 seveeense
m

§. 10.

Zusatz. Es lassen sich nun noch die Fille entwickeln, wenn von den
Koeffizienten a, 4, ¢ einer oder zwei — 0 werden, und es wird hin-
reichend seyn, den Fall ¢ = o, auseinander zu setzen. Es sei da-

her die Gleichung

"G, +b.""'G, +c.""GC,_, = f(m, )

zum integriren gegeben, so erhilt man hier,

"4, = f (m,r) und wegen a =0, "B, =m, "7 ¢, daher
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(+ S (m, 1) 1
~[b fm=1,1)+  cf(m—1,r—1)]
+[0*f(m—2,r)+2b cf(m—2, r~1)+ c*f(m—zg, r—1)] {
-[b3f(m—3,r)+3b’ cf(m—s3, r—1) +3bc’ f(m—3, r—z)+c®f(m-3s, r-s)]

.............................................

‘t [bmf (0, 7) + mb™=" cf (0,r—1)+my b= c* f (0, r—2) +.c...+m, b*~ ¢ £ (o, o)]

"G, = T

Diesen Fall auf die besondere Gleichung
"G, +b."'G +¢c."'G _, = (m41)r
angewandt, giebt f (m,r) = (m -+ 1) r, daher wird hier
(+(m+1)r
—[re + (r=v) c] m
[ré*+2(r—1) b c+ (r—:2) c"] (m—1)
"G,= <- [(r6? +3 (r—1)b*c+3,(r—2) bc® +3, (r—>3) c’] (m=2)

[Pt 4 (r=1) b2 c+ 43 (r—2) b2+ 43 (r—3)bc® + 4, (r—4) c‘] (m—3)

..........................................

\:f:[rb"' +m(r—1) 6=t c+m, (r—2) b ... +m,o_ 1 Tt c""] .1

Nun ist nach den Eigenschaften der Reihen mit Binomialkoef-

fizienten
b m(r—)b" e+ m, P—2) 0" ¢ H ... +m_, 1.0 e
= (rb+4-rc—mc) (b+c)""
Hierin nach einander 1, 2, 3, 4,...... statt m gesetzt, so erhilt
man auch

+ (ré4-rc— ¢) . m
— (ré 4+ rc—2c) (b4-¢c) (m—1)
"G' = (m+1) r'— {4 (réb+ rc—3c) (6+c)* (m—2)

oooooooooooooooooooooooo

F (Prd+rc—me)(d+c)"t. 1.

Die vorstehende in Klammern befindliche arithmetische Reihe
der zweiten Ordnung, kénnte zwar auch summirt werden, weil
aber dadurch fiir die Berechnung keine Abkiirzung entsteht, so
wird solche unverindert beibehalten werden.

Als Beispiel zur Berechnung sei

"G, +2.""'G, +3."'G

r—1

= (bz-{-i) r

gegeben, so wird hier 4 =2 und ¢ =3, daher
I:2
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"G =r(m+1) — (5r—3) m+ (5r—6) 5 (n—1) — (57—9) 5* (m—2)
+ (5r—12) 5° (m—3) —.....

Hieraus folgt °G, =r und "G, = o;

"Gy =1t (m4+1)— 2m— 5(m—1) + 10 (m—2) — 815 (m —3) 4- 6250 (I —4) —.....
"Gy, =2 (m41)— Tm4+20 (m—1) — 25 (m—2) — 250 (m —3) =4 3125 (m —4) —.....
"Gy =3 (m41) —2m445 (m—1) — 150 (m—2) 4 375 (m—3) — 0 (m—14) —.e..
"G, =4 (m41) —1Tm 470 (m—1) — 215 (m —2) + 1000 (m —3) — 3125 (M —4) +.uuee

"Gs =5 (m41) — 2m~95 (m—1) — 400 (m—2) 41635 (m — 3) — 6250 (M — 4) =4 .ees

u.s. w. Man erhalt daher nachstehende Tafel.

"G, 0 1 2 3 4 5 6 Tevesn P
0 0 4+ 1 4+ 2 4 3 4+ 4 4+ 5 4+ 6 + Tweeens
1 0 0 — 3 —= 6 — 9 — 12 — 15 — 18......
2 0 — 6 4+ 12 4 30 4+ 48 4 66 4 84 A4 102...4..
3 0 4 88 4 & — 8% — 170 — 256 — 342 — 428.....
A 0 — 693 — 258 A=177 -4 612 4-1017 41482 4 1917......

5 0 44776 42607 4438 — 1731 —3900 — 6069 — $235...
m

Fir verschiedene Werthe von m und r erhilt man
G+ 2 ."G3+ 3 .Gy = 6.3 oder
4 W38 A4 2. 17T — 3. 258 = 18,
Gy 4 2 . %Gy 4+ 3 .Gs= 6.6 oder
- 6069 =~ 2 . 1482 4= 3 . 1047 = 36.

§ 1.
Aufgabe. Die gegebene partielle Differenzgleichung
"G, +a."G,_, +b."7"G +c."G,_, =0
zu integriren, wenn "G und G, gegeben sind, oder willkiihrlich

angenommen werden.
‘Auflésung. Dic gegebenec Gleichung mit (I) §.8 verglichen, giebt
hier "4, = o, dagegen wird nach der dortigen Entwickelung:

"d ="G +b.""'Gud 4, = G 4+a . G, _,
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daher nach §. 2
mG___{+”‘/1.B,—”"’Ao’B,+”'"2A.“’B,— ..... + (=1 . 4 }
’ +(—1)"[4 "B+ _, "B+ A _; ."By+.eeo.4+ A, ."B._{]
WO ’
"B, = (—1) [(r-l- m), ab” — (r+m—1), ma ="' ' ¢
4+ (r4+m—2), m,a b "c® —...tm b c’] ist.
Auch erhilt man fir den Zihler des erzeugenden Bruchs:

P A+ A x4+ Ay 2% 4+ Ay 234+ A, 24+ A5 £°+...... }

+'Ad y+*4 P44 P Ad a4 ¥ .
Beispiel. Die zum integriren gegebene Differenzgleichung sei
"G, 4+ "G,_, + "G, + "G, _, = o.
Ferner sei "G = m und G, = r* gegeben, so wird
" ="GCH+"""G=m4+m—1=2m—1,
d= G + G, _,=r+4+(r—1)’=2r(r—1)4+1=4r, +1 und
"B, = (—1) [(r+m)m — (rm—1), +..... -+ m,] = (—1) daher
"Bye=1; "B, =—1; "B,=1; "B, =—1; u.s.w.
Ferner ist nach §.8. 4= "G und 4, = G, daher °A4 = 4, = o,
folglich

+ (=) [em—1) — @m—3) + (2m—5) — 2m—1) 4...... 3. (—1)"2

_ . + 1. (=)
T (=) {(41-2-;-1)— [4(r=1) o1 ] 4 [4(r—2) ot} = .+ [+ 2. 41] (=1 -2
+ [4. 1o 1] (=)~

Durch Summirung dieser Reihen erhilt man

m=(2m—1)— (z2m—3) + 2Gm—3) —..... +331
—';—2 — == =r,—(r—1),+ (r—2), — (r—3),+..... +2, (—1) und
—1:—17()_—1[ =1 =14 1=—t141—14....41.(—1)"", daher wird auch
"G, =m (—1) + [1’2 — —L——%Ti—)] (—)"+ (_ bl (—1)" oder auch

"G, =m(—1) +7* (—1)
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Berechnet man hiernach verschiedene Werthe von "
entsteht folgende Tafel.

s SO

"G, o 1 2 3 4 5 6 Teeress P

0 0 41 44 4 9 416 425 436 F49000cess
{ =2 e==3 «=10 =15 =—26 ==35 — 50104000

2 2 =1 o6 H= 7T 418 423 38 Fh4T.ieenss
3

—4 —_—1 —-_—12 - 13 - 28 "_‘33 _520000000

R

m
Fiir den Zihler des erzeugenden Bruchs erhilt man
p x4 522 41323 2B 2t 4+ M2’ 4+ 6028 4 ouues
T 3y 4 54 Ty 9yt 1y

§. 12.

Zusatz. Werden nach einander a, b, ¢ = o gesetzt, so entstehen fol-
gende Ausdriicke.

Fir a =0 wird
(D) "G +5.""C 4¢c.""C_, =0
"d ="G4+b."7'G; 4 =G,; °Ad="G.
"B =m b ,also"B="08";"B,=mb " ¢; "B,=m, 5" c%; ......

"B,=c", wogegen "B, =o fiir r>m wird. Hiernach erhilt man

+(_1)r[m—-rA . rB’_m—r—lA.r+1Br+m~r—2A.r+2B’_"““
"G, = +(—-1)”'-’.A."B,] oder
+(—)"[4 "B+ A _."Bi+ A, s "By —eut- A, "B, _]

+(=t) e A= (P 1) 5 T T A (P 2) B2 TR
+ (—1)""m, . A

(=) [or. A +mbt e A+ mg B A A e
+m,_, rrrt '141]

m
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Fiir 4 = o wird
I "G, +eae."G,_,+c.™G,_,=o
"d="G; 4, =G, +a.G,_,; B=a (—1); 'B=—ra'c(—1);

B, = r, @ ¢* (—1); oens ’B, = ¢ und "B, =0 fir m > r folglich
"G,="4d.B, —™"'4d.'B,+""4 .°B, —..... + (—1).™"4 ."B, oder
mG,= (—1) [a' "G A+ ra™ e . "G 41, a7 . "G A

+c. "‘"G] oder auch
"G, = (—ay [’"G+"i C G, S G S G
.= p 2 2 3 2 - e

Fiir ¢ = o0 wird
1 "G, 4+a."G._, +5b.""G, =
"d="G+b."'G; 4, = G, +a. G,_,; °4d="°G. "B,
= (—1)" (r+m), a" & folglich
+ (—a)y ["4 — (r+1) & . "4 + (r+2); 8% . "*4 — ........
+ (=) (r4m), b~ . A]

+ (— &) [A — (m41) a A _,+ (m+2),; a® A4, _ .
— (—1) (m-i-r—t)_, a1 ,4]

m

r

In (I) =0 oder in (IT) a=o0 gesetzt, giebt

(IV) "G, 4+ ¢ . ™G, = o
"G, = (—1) . . "G,

f. Beispiel. Die Gleichung.
’"G,. —_— m_'G, — m—'G,._, — 0
zu integriren, wenn "G =1 und G, = o gegeben ist, wird hier,
nach (I)
b=—1;¢c=—1; "d=0, A4, =0; °A =1 also
"G, = (—1) (— )™ m, (—1)"~ (—1) folglich
"G, =m,, wie bei Lagrange §. 10 a.a. O.

1

Der erzeugende Bruch ist hier — — % .
- 1—y —xy
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2, Beispiel. Die Gleichung

m 1 m 1 m—1 —_—
G,. — (1 — —’7). G,_, — —n— G,__, =0
zu integriven wird hier nach (II') « = — (1 —%) und b =— L also
n
L = ! daher
a ne—1
m Y SR S EYe LA re , m—2 3 . m=37
G,_.(1 n) [ G+ — GC+oy G+iy "G

T mer
-y ooy 6]
wie bei Lagrange §. 64. a.a. O.

§. 13.

Es bleibt nun noch eine scheinbare Schwierigkeit fiir den be-
sondern Fall zu heben, dafs die partielle Differenzgleichung

"G,_,+b.""G, +c."T'G,_, =f(m; 1)

zum integriren gegeben ist, weil diese Gleichung aus den vorher-

gehenden Entwickelungen nicht abgeleitet werden kann. 'Wird hier-
. - ‘

nach die Gleichung i = Q' als Grundlage zur Ent-

x4+ by +cxy

wickelung angenommen, so kann P'=P 4 P, y+ P,y* + Py’

+..... oder Q' = Q+ Q7 + Q,° + Q,y" +..... als gegeben
vorausgesetzt werden. Es sei daher

G+ G x4+ G x4+ G; 2° 4....... =
('G+'6G, 2+ "6, 2° + 'G5 x° +....... )y =Q.y

so erhilt man aus (x + 4y +cxy) Q' = P' oder

r

Az 4+ A, x? 4+ A, 2 4+ As 2t A4 =
(1.(4 +1A‘ X +1A2 x2 +1A3 .’,U3 R )y =P1 y
P4z 4+ %4, 424, %Az 2% 4. )y =P, y*

Pl

A

.........................................
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Man setze b+ cx = B3, so wird Q' = ——4— oder
x 4+ By
B.}’ BQ‘},& Bay3 - Bm
Q::p’[x ~_‘r___'__x.a__ 0 I T + (_1) _‘;;.zxi.g_ ...... ]

daher eben so wie §. 2 der zu »" gehorige Koeffizient Q'K, oder

Q. =P, x ' —P,_  Bx?+ P, , L 7> — + (—1)" PR x—" .,

Diese Glieder in Reihen aufgelost und nach den steigenden

Potenzen von x geordnet, so findet man den zu x’ gehérigen Koef-
fizienten

Q) K= (%) Koo — (22 Ko+ (P2 D) KL, — e
+ (= (S M.) K., (1]

(b + cx)

Ferner ist, wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet, R oder
‘8‘ L3 —_n—1 n—1 —n n—2 2 {—n

W:bx + nbd cx™ 4+ n, b A sk SUNI
+ b T T T e +n c" x!

oder wenn man n, 6"~ ¢’ = "B, setzt
%: "Bx " "B, x4 "B, x T e "B T T e "B X!

Diese Reihe mit

P, ,=""4d . x4 "4, 2T T, T s

multiplizirt und nach den stelgenden Potenzen von x geordnet,
giebt den zu x” gehorigen Koeffizienten

P’":l’? )K =”’—"Am "-B+ m_ndm-.-r—-{ M n'Bx -+ m—"Am"'r-g . ”BQ+"”
X
+ m—n./jm-'-r—n . n-Bn
und hieraus
(P"‘) K., ="4, .58
x
_%‘21_’_6_ Km+r = ”‘—114 ’-B -+ m-{Am_*_’_‘ l_B1
( w)K =4, ."B+4,,,_."B +A,,, . "B+ +d. B,

oder mnach [l] und weil (Q,) K, ="G, ist

Mathemat. Klasse 1824. K
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-+ mAm+r . B
- [m_‘dm-q-r . ‘B -+ mt moAgr—1° 1-B$]
+[m_ZAm+, . r",B""" m—2"4m+r-t . 2Bl -+ m—QAm-O-r-—L’ M Z‘BQ]

M ~e=< LT T T

i— (—1)’"[ 1'Am-l-r .m—-iB + 1-Am+r— 1 m—‘Bi +"'+ 1Ar-4*~t°m_‘-Brrn--1

+ (0" Ausre "B Aupii o "B Anyo "By Ao
\ + Ar . mBm]
Ferner findet man aus P' = (x+dy+cxy) Q'

P, =xQ,+ (b+cx) Q,_, oder

. 1G4+b."'Glx4+b." "Gl x? ... +b." G, X" ... und weil
P, = +c.™1G 4+c.™ Gy +c."'G, _,
-+ G -+ Gy -+ "G, _,
P, ="dx"""4"d, £ " 4 "A4A, > 4 eeeeen. +"d,_, x°4+"A4, x
' A4 "A, X e +"A4d,,, _,x+
so folgt aus der Vergleichung beider Ausdriicke
(I) "4, ., ="G _,+b.""C, +c.""G,_,

und wenn man in (I) die entsprechenden Werthe B=1; 'B=10;
'B,=c¢; ‘B=1506"; *B, =2bc; ...... "B.=nb""" ¢ setzt, so fin-
det man auch

+ "An,,

—b . "+ e A, ]

4|62, »2 4, 42bc.™ %4, ., 2 A
(1) "G, = L o LT i

§. 14.

Aufgabe. Die gegebene partielle Differenzgleichung
"G,_, +b."G 4. G, = f(m,r)
zu integriren, wenn f(m,r) irgend eine Funkzion von m und r ist.
Auflésung., Man sewe "4, . _, =f(m,r), so wird "4 =f(m,r+1);
A, = f(m—=1,r42); "4, = f(m—2,r43); ....... ‘4.,
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= f(,m+r); 4, = f (o,m+r+1). Diese Werthe in (III)
§. 13 gesetzt, geben

( o+ () B
— [b £ (m—1,r+2) + o f (m—1,r41)]

A+ [ 12 (m—2, r4-3) + 2bcf (m—2, r4-2) + % f(m—2, r+1)]

.....................................

— (=) [871S (1, mr) o+ (=) 78 f (1, moer—1) A (1, )]
+ (—1)" [b"‘f(o, mr+1) +m ™ ¢ f(0, mA4-r) 4 my &2 2L (0, mA-r—1) 4-....
+c" f(0,r+ 1)]

Beispiel. Die Differenzgleichung "G,_, + "'G, + "~'G,_, = m . r

zu integriven, wird hier b=c=1 und f(m,7) = m . r also f(o,r)
= o0, daher
"G, =m (r4-1) — (m—1) @r+3) 44 (m—2) (r+2) — 4 (m—3) (2r+35)
+ 16 (I?l—/l) (,’+3) — 16 (”2—5) (2]'+7) +-n"u-on
und es wird hiernach
G =0; "G =r+41; °G.=—1; G, =3r+5; ‘G, =—2r—09;
G, =9r+425; u.s. w.
Fiir m = 5 erhilt man
°G,_, + ‘G, + 'G,_, = 5 . r oder
9r4 16 —2r —9—2r —7=35.r
auch entsteht fiur verschiedene Werthe von m und r nachste-
hende Tafel

"G, 0 1 2 3 4 5 6 7. /f
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ceee

1 +1+2+3+/t+5+)+7_+ 8 veversas
2 — 1 = 4 — 1 = 1 == 1 = 1 — A = 1 iiiieees
3 4+ 5 4 5 4 1t 4 1 4 17T 4+ 20 4 23 4+ 26..... .e

A —_ Y = 11 = 13 = 15 == 1T = 1Y e 21 = 23 tereeees
5 4+ 25 4 34 4 3 4 52 4 61 4 70 4 79 4 88 ..... .
m




76 EyreELwElN

§. 15.
Aufgabe. Die gegebene partielle Differenzgleichung

"G._,+b."'G +c. "G =0

r—1

zu integriren, wenn der Werth fiir G, gegeben ist, oder willkiihr-
lich angenommen wird.

Auflésung. Es ist nach (II) §.13. "4, _, ="G,_, + 6."'G,
4 ¢ ."'G,_, und wenn man hierin m = o0, dann r=o setzt, so
findet man

4 _, =G, _, und ", =1b. @G,
daher wenn "4, . _, = o gesetzt wird, so wird zugleich erfordert,
dafs 4 _, und "4,_, die vorstechende Werthe behalten. Man er-
hilt daher nach (III) §. 13.

"G, = (—1)" [b”' A AmbTT e A, A T A,]
oder wegen 4, =G,; 4,,. =G

"G, = (—1)" [b’" G M e .G, Am, T G, e

+c" G,]
Hieraus findet man
G = G,
‘G =—8b .6 ,,— c.G,
G, = .G, 2426 c.G  + .G,
3G, = — 0. G,y —3b%c. Gy —3bc®. Gy — . G,
u. s. w.

-

Beispiel. Die Differenzgleichung "G,_, + 2 . "'G, + 3 . '@, _,
= 0 zu integriren, wenn (z, = ir gegeben ist, wird hier G, = 4r;
'G,=— i (2457); "G.= 20 (h+45r); "G, =— 100 (6457); U.S.W.
also fir m =3

G,_, + 2 .G, 4+ 3 .G, _, = o oder auch

— 100 (1457 4+ 2 .20 (h457) 4+ 3 .20 (5r—1) = 0.

§. 16.

Die vorstehenden Untersuchungen lassen sich noch durch eine
idhnliche Behandlung auf partielle Differenzgleichungen anwenden,
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deren Index m und r noch in andern als den gegebenen Beziehun-
gen gegen einander stehen. Setzt man den Nenner der erzeugen-
den Funkzion

= (14ax+ bx’ 4 cx® 4 eorenes ) + (d4ex+ gt 4 ha’ 4o )
so wird eben so wie §.8

P‘=[1+ax+bac2+cac"+ -------- 4+ (d4ex+gx’ +ha’ 4o )y] Q'
und wenn “4, den zu x° gehorigen Koeffizienten der Reihe P, be-
zeichnet
‘d,="G, +a."G,_, +b."G _,4c. "G _, 4 e

+d. "G A e TG g T G, A e
woraus der Zusammenhang zwischen dem Nenner der erzeugenden
Funkzion und den Glicdern der Differenzgleichung hervor geht.

Sucht man daher das Integral der Gleichung
"G, 4+ b .G, +d .G+ kTG, = f ()
so ist der Nenner der erzeugenden Funkzion = 1 + ba®  (d+/Lx?) y.
Eben so wird fir "G, _, +d."7'G, +g . 7' G, _, =f(m,r)
der zugehorige Nenner = x + (d+gx?) y.

§. 17.

Aufgabe. Dic partielle Differenzgleichung
"G, 40 .TG A TG, = f (1)
zu integriren, wenn f (m, r) irgend eine gegebene Funkzion von

m und r bedeutet.

Auflésung. Man setze

P Piy+Pyyi4cnn. _ ¢ 2
x:i:—éy—icxzy = Q' =0+ Q,y + Q7% A eeree

Q.="G4+"G, x4+ "G, x° 4 oeee. so findet man wie §. 13.

Pm — mA x1—-m + mAi x2—m + mAQ xS—m + mAé xé—-m S llnd

wenn man & 4 cx® = (3 setzt

1 By B2 y* By w Bry"
Q' = P [?__ + e — T e v o (—1) e ]

x? x
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daher eben so wie §.2 den zu )" gehorigen Koeffizienten Q'K oder
Qm =P x' — P, /Gx'g P _, B2 2% — e, -+ (_1),,. PRt

Diese Glieder, in Reihen aufgelést und nach den sieigenden
Potenzen von x geordnet, geben den zu x' gehérigen Koeffizienten

QK=K —(E22) K+ (B2 Ko — e
+ (_1),,.( m+1) K [I]

Bedeutet z cine positive ganze Zahl, so wird —————(b:ifz) oder

x/,.ail =6 x""' = nl"m cx'" A n, BT ? X g e, creeres

dn DT X T T e + !

und wenn man » 7" ¢ ="B, setzt

f)n
—T "BaTt T "B, xR, T e "B, 2 T T i,
+ uBn ‘rn—i.
Diese Reihe mit
Pm_n= m-—quu...i_m m—nA xn+2~m+ vese +m— A’n+' n+r—m+ .....

multiplizirt und nach den Potenzen von x geordnet, giebt den zu
x gehb’rigen Koeftizienten
P, 2 m—n . m—n . m—n .
( n+1 )K Am+, . B+ Am+r—2 M 'B1 + Am-«l—r—k . ‘B'.’
-+ ”"”Amﬂ_b OB e
wo die Reihe entweder bei "B, oder auch, wenn m + r gerade
ist, bei "~"4 oder wenn m+r ungerade isi, bei "~" 4, abbricht.
Hiernach wird
P, .
(=) Kpyo= "dp,.. B

ma t
(pie __) Km+r= 1Am+r.’”—1_B+ 1A,,,+r—-2 ."‘—1_B' “+ fAm.’_r_* .m—1B2+ ......
Psm —— . mB mB -
T Km+r— Am—i-r‘ -+ Am+r—2 . M Am_,_,_q . B2
i PR ; P

daher wegen (Q,) K, = "G, nach [I], wenn man zuvor statt
B; 'B; 'B,; *B;...... die entsprechenden Werthe setzt
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+ L \
-1 p—
_[b =4+ c. " ‘A,,H_,_Q]

-&—I:b2 =y, 2be, " .+t ”“2A,,.+r._a]

(I) m G, e }
- (=1)" [l’m_" Y pgr +(m=1)b" 2. YA fr _ - (m—1), D=3 C* A ypr e
+(—1)" [b”' c Apyr+ m b"te. Adpy._a+ m, bt 4., _,

\ : + my; PPt AL, g J

Ferner findet man aus P' = (x+4by+cx’y) Q'
P, =xQ, + (b+cx®) Q,_,, daher

m

arn 4 = "G, _,+b.""'G +c." "G _,

m4r —1 r

und wenn man ", _, = f (m,r) sctzt

+  f{m,r41)

—[[) S(m—t,r42)+ cf(m—1, r)]

-+ [sz'(m—z, r+3)42bcf (m—2,r41)+c’f(m—2z, r—i)]
(1) "G, = <—-(—1)"‘ [lz”‘“' S, m+r)+ (m—1) "2 cf(1,m4r—2) e
+ (m—1), " f (L, mHr—4) + J
+(—-1)”‘[b"‘f(o, mAar+1) 4+ mbd ="' c f(0,m~4r—1)
dmy 0t et fo,mA-r—3) 4+ my 0" P 0, A —5) J

\
Beispiel. Die gegebene Gleichung "G,_, 4+ ""'G, + "7'G,_,=m.r
zu integriren, wird hier f (m,7) = m.r also f (0,7) = o u.s. w.
daher {indet man

"G, = (r+1) [m —2(m—1) 4+ 4 (m—2) — s (m—3) 4 16 (m—1)
— 32 (M—5) A e ]
also G,=o0; 'G,=r+1; °G,=0; G, =3(+1); ‘G, =—2 (r+1);
*G,.=9 (r+1); ‘G, =—12 (r—1); u.s. w.

Fir m =2 und m =5 findet man hiernach
G._,+ 'G, + 'G,_,=2rund °G,_,+ ‘G, + "G, _, = 5r oder

0 drgt4r—1=2r 9P — 2P —2—2r—4-2=5r.

§. 18.
Aufgabe. Die partielle Differenzgleichung

"G,_,+b."'G +c."'G _, =0
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zu integriren, wenn die Werthe "G und G, gegeben sind oder
willkithrlich angenommen werden.
Auflésung. Nach (II) §. 17 ist
A = "G _,+b&."'G, +c¢c." "G, _,, also

mager — 1
b."'G; "4, ="GC+b.""'G,; "4,,,
"G, H+b.""'G,H+c."G; u. s w.

N
(I
Q
!
N
I

Setzt man nun "G,_,+4b."7'G, +¢c.""'G,_, =0, so wird

» A = 0; m_/fm+2=0; A

- mes = 0; W. 5. W.
dagegen aber crhalten 4 ; "4, _, und "4, bestimmie Werthe und
man findet nach §. 17. (I) in der Voraussetzung, dafs nur diese

Werthe beibehalten werden, alle tibrige aber wegfallen

(+ " Ay )
— ,b A, c.,m 1 ,,.+,-2]
+ [62 Ay +2b ¢ " Ay, o+ Y A

"G =4 8 T s 38T T e 30h P T .

3 m-3
+ c . /1m+, —_ 6]

+ [24 s A 4B € s o A Ao bR C T
—+ 43 bc?' L Mgt — 6 -+ ct . m+r-—8]

oder wegen 4, = G, und wenn man

n n v ne—1 M n— 2 2 Al
][:[;.G,+,,+n& (3.G,+,,_2+7L21) C.G,_,_n_b

A1, 070 Y L G, A eeeeeeees selzL
G, =" r1 'H,
G, =%4, .0 —c.'d + *H,
3G, =4, s —c. .4+ 2bc. 4+ A — 3H,

!'Gr= 4Ar+(¢ —cC. ? r+2+2bc' 2/1r+2 +02 . 2-/4r -—3[)02. 1-dr"_c:“ . ‘Ar+ Z‘Hr

G =%4, s —c. A y3+2bc . %A a4+ P4 . —3bc%. %4, —c? . %A, _,
4 6b%c? .14, ., +4bcP A, At .14, _, —°H,
u., S. W,

Zur Bestimmung der Werthe ‘'A,; *d,; A, ;oo
entwickele man hieraus
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16=14, - 'H

G="24y,—c.'A 4+ *H

3G =>4y —c.% A, +2bc. 4, —H .

G =4y —c. .34, + 2bc .24y — 3bct A 4 “H

S ="%Ad;—c. Ay 4+ 2bc.% A5 —3bc? .24, +6b%2c2 .14, — H
u.s.w. so findet man wegen ‘Ad=0bG; 4, =b."'G; °4,=b.°G;

‘A, =b.°G; eevnnnnnnn

und wenn man statt ‘H; °H; *H;....... die entsprechenden
Werthe setzt

14, =G+ 5. G,

Ay =G~ b(b.Co4c.6)

S Ay =3G — bc.'G+ 8% (bGy +-c.G,)

*dy =G = bc.?G — b2 (3% .Gy +-2bc. Gy4-c%. G)

Ly =°"G—=bc.*G—02c?.1G+ b3 (b2. G5 +3bc.Gs42c2. Gy)

il

u.s. w. folglich weil "G gegeben ist

16 =—b.G,—c.G | °G, =b2.G5+ bc.G, —c .'G
1Go==b.G;—c.G, 2G, = 6%.6G, 4 2bc. Gy 4%, G
16y =—b.G,—c.G, | 2G;=b8%.G; 4+ 2bc.G3+*. G,
MG, =—b.6,—c G; |26, =0%.G5 4+ 2bc.G,4+c%. G;

o e o000 e LR R A A A A B N O

3G, =—b%.G, —2b%c.G, —~ bc® .G ~c .2G
3G, =—b%.G; —3b%c.G5; —2bc? .Gy + 2. 16
3G, =—b3.G¢ —3b%c.G, —3bc® . Gy — . G
3Gy = —b3.G, —3b%c.G; —3bc%. G; — 3. G,

----- L R A I I R I I I R A R I A A S A B R B A B S S A ]

Gy =5G; 4+ 3b%c.Gy3 +2b%c%.Gy — bc?.'G —~c . G
G =0Gy 4+ 4b%c. G, +56%c%. Gy 4 2bc*. G +-c%.%G
Gy =b'.G; +4b%c.G; 4 662c2. G5 +3bc®. Gy —~c®.'G
4G, =8 Gy 4 40%c. Gy +6b%c%. G, +4bc®. Gy4c®. G
4Gy =0".Gy 4+ 4b%c.G; 4 606%2c2. Gy + 46 . Gy 4. Gy

o e s ces 0000

5G = —b5.G4 — 4b*c.G, — 56%¢? .Gy — 2b%°c®*.G — bc?.2G — ¢ .“G
G, ==~ 0%5.G, — 5b%c.Gy — 95%¢c? .Gy — 5b°c® .G +2bc% .G + %76
5G, =—b5.G4 — 5b%c. Gy — 1063c? .Gy — 9b%2¢% .Gy —3bc*. G — c*.26
4G, =—b%.6Gy — 58%c.G; — 1056%c? .Gy — 108%2C% G5 — 4bct. G+ c*.'G
5Gs = — b, G o— 6b%c. Gy — 108%c2 .Gy — 106%¢% .Gy — 5bc*. Gz — c*. G

®© 9 0 8 0600008 60600806060 060600060009080000000s0s000s0s00000

Mathemat. Klasse 1824. L
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6G, =55.G, + 5b°¢.G5 4 9b°c%. G5 4 5b%c*.G, — 23%c3.1G. — bt PG —c .G
6G, =5°.Gs 4 6b%°c.Gy + 140°c%. G, +145%c®. G, — 5b%*. G -+425c°.26G 4. *G
6G,=050%.Gy + 6b%°c.G; +15b6%c%. Gy +185°c®. G5 — 9b%c*. G, —3bc*.'G —c3. %G
G, =5b5.G o+ 6b°c.Gy +15bc%. Gy + 20833 G, —t4b%c*.. Gp44bc®. G +ct. %G
6G; =55.G 4 60%c. Gy 4+ 158°c.G7 + 053¢ G5 — 15b%c*. . G;+5bc%. G, —c*. 'G
G =050 G4 6b6°¢.G o+ 151;“(:2.63+2063c3.66—1sb?c4. G,+6bc’. Gy+4c®. G
Beispiel. Die Differenzgleichung "G,_, +"'G, + "7'G,_, = 0 zu
integriren, wenn "G = G, =1 gegeben sind. Weil hier b=c=1
ist, so entsteht fiir verschiedene Werthe von m und r nachste-
hende Tafel: ' '

. ﬂ»
"G, 0 1 2 3. 4 5 6 Teveera I

4+ 1t 4+ 1 4 + 1 4 1....... .

+ 4+ 4+
—_ 5 — 8§ -
b4 13 4 13 4 16 4 16 4 16 =+ 16.uur.n..
— A — 17 — 29 — 290 — 32 — 32 = 32..0.4..0
4 16 + 43 4 46 4 61 + 61 64 4 b6h.viee...

s s e 0 s o

1

2 — 2 _— 2-&0..000
+ 4 4+ 4 4+ 4.,

8' .

-— 5 - 8.0--.0-.

TRE A NI
+ I
+
|

%9

.
.
0
.
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