
Durch Sehnen in Kegelschnitten gleich grofse Segmente 
abzuschneiden , und iwlomische oder äquisegmenlariscbe 

Figul'en von beliebio-er Seitenz<'l.hl einzuschreiben. 

v • • 
H~· G R uso N. 

------ ---- -... ... hh'""h. 

[GeieRD in der Abdemie du Wj~nschaflm am 28. Apt'il 11I26.J 

ich VOI' mehreren Jahren meine 1809 erschienene Geodäsie bear-
beitete, "enml4fste micb die Au fc;:.be; 

In ei nem gege b e nen \Vink e l durch ei ne serade 
Linie einen Triangel von Seseb e nem Inhalt abzu
sch n e id en , 

den geometrischen Ort von den Mi ttelpunkten aller Linien zu bestim
men , die "on einem C;e6ebencn \V inLIlI einen Triangel 'Von gegebenem 
und immel' gleichem In h:. lte ahsehneiden. 

Di ese Unlel'suchuns (ülu'!e auf die verwandten Aufgaben: 

D e n geo metrischen Or l von d e r Mitt e :a ller Sehn e n 
zu b estimmen , di e in d e n K egelschn i tten gleich 
grofle Segmente absc hn eid en. 

Diese Untersuchungen WUI'den von mir anranglich mittelst der hö
hern Anpl)'sis ausscfiihrt , aber die Einfachheit der el'ilahenen Resultate 
Iiefs mich almden, da(s e1cmenluische Dcu'adllunsen zum Ziele führen 
,,"önnten , wodurch diesel' Cege nsl:md für midt U ID 50 mehr an Interesse 
gewonnen bat , so du rs ich Dicht JIIns tehe , diese äu(serst einfacben und 
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leich ten AuflösunGen einer auf den ersten Anblick, selbst dureh die 
höbere Ana1ysis für Anfänger schwierig schei nenden Aurgabe, hier 
miu.ulheilen . 

I. Auf g. Den geometrischen Ort von der Mitte aUer zwischen 
den Schenkeln eines segebenen Winlels ge:r.0Sencn Linien zu finden, 
wodurch dem Winkel immer s ieich gro(se Triangel TOD gesebenem JII 

halte abgeschniuen werden. 
Auf!. I. DeI' gcgebene \Vinlel sei ~a, der lnha1t des abzuschneidenden 

Tri'lnsels Sleich Fi bezeichnet man die abgeschniuenen Schen
kel dieses Tl"iallSels mit z-x und z}", so hat man 

"='~""C' F 2" .s,n ~IJ = .; 

h· ., F ,craus ::c.J. SIn 21J = T • 

Diese Formel driickt den constamen Inhalt eines Par;l.lIelo· 
sramms aus , dessen Seiten x , J, und ZIJ der von diesen Sei
ten eingeschlossene 'Vinlel ist. 

2. Diese Gleichung wird sogleich als eiße Gleichung :r.wischen 
den AS5ympioten eine,· Hyperbel et-kallm, deren Assymptoten
wiukeI 21J, x und J die Coordioatcn sind . 

3. x J = Fist bekaomlici, gleich der Poten7. der Hyperbel . ~ .. "" .. = ! -:- • wenn zu uml ~IJ die Que," und eonjusirlen Axen 

bezeichnen. 
4. Zm· ßestimmung diese,· A~en dicllcn die Cleichunsen 

"' + b' -_ .'F d , F .. un 2a.=Z·, 
Im %" 

woraus 

a - 6= y( , 
11 .. 1" 

folglich a = ..!...Y( .! + I) 2F + ..!...l /(~. ~' ::-::-=-'0~'FF 
2 1111 Z.. ~ r I IL D ~" 

= ~ l~. [YI+sin ~a + V'-sin ~a l z r "ir.li; 
= ~ VF.cotll 

= v-! . COS 11 
2 1LQ2" 
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und'= ~Y( ·' +.) ,p _.!.Y( .' -,) ,p 
2 • • n2.. 2 .. n i ... 

= ...!.., Iryr [VI + sin 2# - V, - sin ~# ) = ...!... VF. tg Cl. 
1 r~ t 

5. Durch cin~ reine, georoeu'isch abgeleilcte Connruction erSeben 
sich die Axen, wenn man von dem W inkel 2" einen sleichv , 
scbenkligen TI'iangel .: . sin ~" = F abschneidet. Auch wür-
den sieb bicl' die Wel"the von a und h leichtei' als in (4) finv 
den , weil b =:r sin a und a=:r COS" ist. 

6, Zeichnet Ulan die dazu gchüri6e Hypel'bel, so ersieht sich so
gleich, (!afs alle L inien , welche von dem gegebenen 'Vinlel 
gleich, grofse Triangel absclUlcidcD sollen, TaDgenlen von 
der gezeichneten Hype rbel werden, und da bekanntlich alle 

zwischen den Assymptoten liegende Tangellten von der Hype.'
bel im Berübrungspunkte halbin werden, so folgt: dafs der 
gesuchte geometrisc he Ort eine Hyp e rb e l is t, Je
ren Assymploten 'Yinkel 2" und deren Axell :11, ~ b, 

wir in (4) bestimmt hahen. 
7. Ist.x die Ab5iss6 {{h' den Berübl"llllsspunh, 50 erseben sich, 

,."enn man aus den Endpunkten dei" Tangemc l'erpendikel auf 
die Quer:lxe und deren Verliingerung fallen läfst, durch die da v 

dUI·ell entStehenden ähnl ichen T I"iansel, die drei Seiten A,B, C 
des in Rede stehenden Triallgels , nemlich : 

die Liillge der Seite , welche die Tangeote biluet , 

A = ";'-V( ... "+ b") .%" _ 4 ' , 

die Seile v .. ·+,· r-.--. B= (x + V.%· -a') • 
, . V,,, + '" r.::o--::o und die Seile C = (.% - Vx' -a' ), • 

Da nun bel.:.anntlich 

F=+ V[(B+C)'-A') fA'-(C - B)') ' 
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[ " y ] ' .. ' 50 ersieht sicb (9+ C)'= -;;-u'+ I/ = .. ' (4' +0"), 

A'= "'C' b') " .. * (f + - .0Il 

Abo (ß+C)' - A" = 4a'. 

Eben &0 (C-ß)' 

(al + 6' ) _ 4a ' _ 46', 

_Iso A ' -(C-D)'= 46', 

Folsticu F = + V4a'. 4b' = ab, welche. mit (e) summt. 

8. In in einem gel"lIden KeScl der Scllci lclwin\.cl des A"entrian
gels = Z", und man schneidet dil.'$cll J\cgel p:mlllei mit dem 
Altcntl"iangel in der Entfernung b, so cl'll iih man die Hyper
bel, deren Qnc."u.c = ~ a und del-en conjusirLc A.:c = ~b. und 
denlt m"n die E bene dieser Hypel>bel projicirt aur die Ebene 
du pa''lUclcn AXCDtriangels , so leuchtet es sogleicL ein J dar. 
die Seiten dieses Ati.enl,"iangels d ie Assy mpwtcn gedachter Hy
pel'l..el sind . 

9. Dellkt mlln lieh einee solchen hohlen Kcgd , lIud giefst irgend 
eine bes!itnmtc Quamität Fl üssiges hinein, so werden die ellip. 
tischen, hOI'itOlllnlen \Vasserspiesel die IlIogcntirenden Ehenen 
von solchen HYJ>e..!~ln , also auch von der Hype,'boloi'r!e, dj~ 
durch eine solche Hyperbel el'tCugl wird, del'en hnlhe Quel·. 
axe in der yerlicalcn Stellu ns det Kegels die ElIlfcrllung 
der KcScls Jl it~c vom \Vasscrspiegel , und den!» conjugirle Axe 
gleich dem Dut'chmesscl' dcs \Vassel'5piegels ist. 

H. AufS' Den geoute'fiscben Ort 'fon der Mitte alle!· Seimen ~u 
benimmen , die in den Kescl sclmillcn isotomische Segmente ahschneiden . 
Aufl. 1. Wie die höl,ere: Analysis ders leichen Aufgaben auflöst , will 

ich hier übeq;ehen, lInd e..Jauhe mir , deshalb auf Urande, 
tremiches Lehrbuch der höhern Ccometl'ic Z ThcJ l §. 239-2.12. 
~u venveisen. Ich werde hier nllr die unscDlein einfache, 
elementare- AullüsWlg duon s ebca . 
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2. Behl1ntlich kann jeder Kegelschniu als irgend eine Projeclion 
des Kreises beirachleI werden . und umgekellrt der Kreis . b 
irgend eine Projection ei nes beliebigen Kegelschnius . - Hier 
soll 11m" von ol'lhogr:tphischer Pl'ojecLion , als die leichteste die 
Rede sei n . und um di~ Sache in der Vorstellung Ul erleichtern , 
wollen wil' u nter den Keselschnitten die Ellipse wählen . 

J. Will man in ei ner Ellipse durch eine Sehne ei n Sesmenl .,on 
gegebenem }<' Iiicheninhalte, oder ein Segment abschneiden, 
welches 7.11 de.- Flädle dei' ganzen Ellipse ein geSebenes Ver
hiihnirs hu , 50 würde es hlos d:u'allr anl.ommen, in dem üher 
der kleinen Axc heschriehenen Kreise ein Kreissegroent abzu

schneiden I welches t U dem sanzen Kreise in dem gegebenen 
Verhiillnisse sicheL .... Siebt man nun die ElIiJlse al$ die Pro. 
jectioll dieses Kreises al1, 50 ziclle man nUI' durch die End. 
punkte der Kre issehne Parallelcn mil der gro{scn A:<t:, und 
verbinde die Durchscbnitt5puIIl;te dieser PUOl lielen mil dei' El
lipse dm'ell eine Ellipsensehn e, 50 h:H man der PI'Ojeetionslelwe 
gemMs ein E llipsensegment, welches zu sei ner Ellipse dasselbe 
Verhältnifs hat, wie das Kreissesment t U seinem Kreise . 

.1., Soll man in einer Ellipse z, ll. ein Scchsseil einschreiben, des· 

sen Segmente isotomiseh sind , so besch reibe nlaD in dem 

Kreis über der kleinen Axe ein reguläl'es Sechsst:it, ziehe wie 
(3) dUI"ell alle W illkelspilzen l':lnllelcn mit der gl'O(sen Axe, 
und vel"binde die Dun:hschnillspunlnc dieser Pllnlllcien mit 
der E llipse durch gerade Linien, so in die Aufgabe gelöst; 
weil nach (3) jedes entstandene .Ellipsenscgmenl zur gam:clI 
Enipse immel" dasselbe Verbähnirs, wie du zuSehüriSe Kreis

segmen l :r.um gan:r.en Kreise Iwben mur,_ und da im Kreise 
die Segmente alle gleich sind, so aim! es auch die in der 

Ellipse" • 
5, Denkt man sieb nun einen ßerührun!)$\.re is in dem im Kreisc 

(") ci ngescbT"icbenen, res"Uiren Sechsseil _ '0 ist dessen PI"O· 
jeetion offcnhar eine dCI' ersteJ"l} ähnliche Ellip~, dic jedc EI· 
lipecosehne dcs isol.Omiscben SeeLsse jtJ in ihrer Mitte berührt. 
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6. Der gesuchte s eometrische Ort von dei- Mitte aller Ellipsen. 
sehnen, die zu iSOIOOl ischen Segmenten geböl'cn, ist also eine 
der äufse rn Ellipse ähnliche und concemrische Ellipse, d. ll. 
deren Axen in heiden Ellipsen einerlei VCl'h ii hnifs tu einan
dei' haben. 

7. Die allgemeine Eisenschaft dei- ähnlidlcn , concentrischeo EI. 
lipsen ist also ei nzig die, dar, li lie T ansenten der innern E llipse 
in dei' aufscm Ellipse iSOlomische E ll il'scnsesmentc abscImei_ 
den. Aber so wenis jede.' innere conccntrischc K,'cis geeig
net isl, dUl'ch seine T angenten den äufsel"ll Kreis in gleiche 
Thcile zu dleilen , eben so w en is ist d:ll.u jede inucre concen
lI'ische , älmliche Ellipse geeignet, die Peripberie der äufscrn 
Ellipse genau so zu theilen, dals eine ganze Anuhl setn:nnter 
isotomischer E ll ipsensegmenle entstehen , 

S, Bei den ähnlichen concen tr ischen Hype"beln lassen sich die
selben Schlüsse, w ic ohen bei de,' Ell ipse machen , Es ist nu r 
noch zu bemerken, dll(s bei den Hyper beln d iejenise, welche 
die sröfsem A xen hat, die inne.'e wi .'I1 , um) ihte COIwexilät 

der Concavitii l dei' ällfsern I~nlerbcl w l:.ehl't. L'ehl'igell5 
wird ma n gleichfalls sehen , da f~, da jede T angente der innem 
l:Iypel'bel zugleich ei ne doppo:he On.l inllle zu einem Durcb
Inesse., der äufscm Hyperbd iSl , sie nOlhwendiS in dem Be
l'Ühl'lIngspu nll hll ibi rl ist, 

9, Da eine P:II'ahel als eine Ell ipse Ilnscsehen werden dal'f, deren 
öro(,c Axe, und folglich aucll i/lI'e Hälftl;! . oder die Entfer
nU llS des Scheitclpunk ts " am Miuelpunkt u nendlich is t , 50 
folgt h ici'1l US, d:t rs in der Pa" l.bel die Diamet e.' zur Axe pn_ 
1'tI llei wel'den . Nun mu rs, wje in Bel t'eO' der E llipse, dei' Dia.

Dleter die T ansente dei' illnern Ku rve halbi t'en , u nd folglich 
diese Tansente pat'allel zu .Iel' Tangente der äufsem Para bel, 
odei', welches ei nerlei ist . die cOI'I'espondi l1mden Bosen iihll
lich sein , lind ; 150 auch die Abscissen und die Ol'd illaieo 

"fon diesen zwei Bosen sich wie die Parameter dieser I.wet 
Parabeln "erualten , Da aber wesen der Pal'alleJitä l det' Dia-
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meter mit der Axe die l:wei zu den Derübl'Ußgspunkten sebö. 
"gen O l-dinatcn gleich sind, und also die beiden Parameter 
auch gleich sein mtissen , odel' heide Parabel sind nicht wie 
alle PBI'Ilbeln, hlo. ähnlich , .ondern ",ö1liS einander gleich, so 
liegt der Scheitcl auf der Axe da , wo eine auf die A7..e per
pendikuläre Sehne yon der gegebenen Parabel eine Fläche 
von n :lrlangler Gröfse abschneidet. 

10, Ist ei n bohler Gylindcr, dessen parolIeie und oongruente GrUlId· 
ßiieben Ellipsen .ind, mit ei ner betlimmten Quantität FlüssiM· 
l eil gefüllt. so schneidet jede in eine Lage. wo die Gruud· 
michcll vertil:" steben. iSOlOmische Körpersegmente ab, deren 
W asserspiegel immel' 1'on concen trisebcn. den C rundftiebcn 
ähnlichen Ellipsen berühl'l werden , 

Ij,IlJUfIllO/. K!.'JJt: 1824. 
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