Durch Sehnen in Kegelschnitten gleich grofse Segmente
abzuschneiden, und isotomische oder dquisegmentarische
Figuren von beliebiger Seitenzahl einzuschreiben.
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H* GRUSON.

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 28. April 1524.]

Ais ich vor mehreren Jahren meine 1809 erschienene Geodisie bear-
beitete, veranlafste mich die Aufgabe:

In einem gegebenen Winkel durch eine gerade
Linie einen Triangel von gegebenem Inhalt abzu-
schneiden,

den geometrischen Ort von den Miuelpunkten aller Linien zu bestim-
men, die von einem gegebenen Winkel cinen Triangel von gegebenem
und immer gleichem Inhalte abschneiden.

Diese Untersuchung fiihrte auf die verwandten Aufgaben:

Den geometrischen Ort von der Mitte aller Sehnen
zu bestimmen, die in den Kegelschnitten gleich
grofse Segmente abschneiden.

Diese Untersuchungen wurden von mir anfinglich miltelst der hé-
hern Analysis ausgefiihrt, aber die Einfachheit der erhalienen Resultate
liefs mich alhinden, dafs elementarische Bewachiungen zum Ziele fiibren
konnten, wodurch dieser Gegenstand fiir mich um so mehr an Interesse
gewonnen hat, so dals ich nicht anstche, diese dufserst einfachen und
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leichten Auflésungen einer auf den ersten Anblick, selbst durch die
hohere Analysis fir Anfinger schwierig scheinenden Aufgabe, hier
mitzutheilen.

I. Aufg. Den geometrischen Ort von der Miue aller zwischen
den Schenkeln eines gegebenen Winkels gezogenen Linien zu finden,
wodurch dem Winkel immer gleich grofse Triangel von gegebenem In-
halte abgeschnitten werden.

Aufl 1. Der gegebene Winkel sei 2«, der Inhalt des abzuschneidenden
Triangels gleich 77; bezeichnet man die abgeschnittenen Schen-
kel dieses Triangels mit 2 und 2y, so hat man

k.2 »
L. . sin 2a = F;

L - = i
hieraus x.y.sinz2a =% F.

Diese Formel driickt den constanten Inhalt eines Parallelo-
gramms aus, dessen Seiten x, y, und ze der von diesen Sei-
ten eingeschlossene Winkel ist.

2. Diese Gleichung wird sogleich als eine Gleichung zwischen
den Assymptoten einer Hyperbel erkannt, deren Assymptoten-
winkel 2e¢, x und » die Coordinaten sind.

8. xy = ,t_sIETE ist bekanntlich gleich der Pntenz'de:" Hyperbel
= “—':'b , wenn za und 24 die Quer- und conjugirten Axen
bezeichnen.

4. Zur Bestimmung dieser Axen dienen die Gleichungen

a® 4 b* *EF und 2a.b=2F,

sim 2

woraus

atb= (e +1) 2F wnd a—b =)/ (L —1) 2P,

folglich “__V(mnz -+ )QF -z _]’f(sm.r:r?_j) B

1 ],i 2 F

? P g [V‘l ~+ sin 2a 4 }1—51“ 2#] = i_lll_ﬂ: . CO5 &
1
TVF cot «
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“nd &= —V(amzu +i HF_ 2 V(HE_I

—Vﬁmm[V1+sinaa—Vt-—-sinﬂu]=TI’F.I.gu-

. Durch eine reine, geometrisch abgeleitete Construction ergeben
sich die Axen, wenn man von dem Winkel 2« einen gleich-
schenkligen Triangel —":—‘- . sin 2¢ = F' abschneidet. Auch wiir-
den sich hier diec Werthe von @ und 4 leichter als in (4) fin-
den, weil 6 = x sin ¢ und a=ux cos « ist.

. Zeichnet man die dazu gehirige Hyperbel, so ergiebt sich so-
gleich, dafs alle Linien, welche von dem gegebenen Winkel
gleich, grofse Triangel abschneiden sollen, Tangenten von
der gezeichneten Hyperbel werden, und da bekanndich alle
zwischen den Assymptoten liegende Tangenten von der Hyper-
bel im Berithrungspunkte halbirt werden, so folgt: dafs der
gesuchte geometrische Ort eine Hyperbel ist, de-
ren Assymptoten Winkel 2¢ und deren Axen 2a, 24,
wir in (4) bestimmt haben.

. Ist & die Absisse fiir den Beriihrungspunkt, so ergeben sich,
wenn man aus den Endpunkten der Tangente Perpendikel auf
die Queraxe und deren Verlingerung fallen lafst, durch die da-
durch entstehenden ahnlichen Triangel, die drei Seiten A4, B, C
des in Rede stehenden Triangels, nemlich:

die Linge der Seite, welche die Tangente bildet,
A= V@ +b) " —a",

die Seite B= l“ﬂ:&! (x 4+ Vx* —a®)

und die Seite C = “E‘:F (x — Vx*—a’).
Da nun bekanntlich
F:‘._:i- V'[(B—I‘C)i"—-'fr] EAE-—(C—B)'] :
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80 ergiebt sich (B4+C)'= [% Vﬂt.-l—&t]I: - (a* 45,
A" = jf:—(n’-l-ﬁ") -

Also (B4+C)*— A"= ia".
Eben so (C—B)*
_— [ 1¥’nl+ﬁ’.l"’;?_nﬂ] e -i:: (ﬂi_'_&i) e “ﬂl___‘ér,

also A% — (C~B)'= ib*,
Fﬂlglinh F = % Piﬂ'.ﬁ'l=ﬂ§, welches mit (4) summt.

. Ist in einem geraden Kegel der Scheitelwinkel des Axentrian-

gels = 22, und man schneidet diesen Kegel parallel mit dem
Axentriangel in der Entfernung 4, so erhilt man die Hyper-
bel, deren Queraxe =22 und deren conjugirie Axe =24, und
denkt man die Ebene dieser Hyperbel projicirt auf die Ebene
des parallelen Axentriangels, so leuchtet es sogleich ein, dafs
die Seciten dieses Axenuiangels die Assymptoten gedachter Hy-
perbel sind.

. Denkt man sich einem solchen hohlen Kegel, und giefst irgend

eine bestimmte Quanuitit Flissiges hinein, so werden die ellip-
tischen, horizontalen Wasserspiegel die tangentirenden Ebenen
von solchien Hyperbeln, also auch von der Hyperboloide, die
durch eine solche Hyperbel erzeugt wird, deren halbe Quer-
axe in der verticalen Stellung des Kegels die Entfernung
der Kegelspitze vom Wasserspiegel, und deren conjugirte Axe
gleich dem Durchmesser des Wasserspiegels ist,

II. Aufg. Den geometrischen Ort von der Mite aller Sehnen zu

bestimmen, die in den Kegelschnitten isotomische Segmente abschneiden.
Aufl 1. Wie die hohere Analysis dergleichen Aufgaben auflést, will

ich hier tibergehen, und erlaube mir, deshalb auf Brandes
wreflliches Lehrbuch der hihern Geomeuie 2 Theil §. 239-242.
zu verweisen. Ich werde hier nur die ungemein einfache,
elementare Auflésung davon geben.
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2. Bekanntlich kann jeder Kegelschnitwt als irgend eine Projection
des Kreises betrachtet werden, und umgekebrt der Kreis als
irgend eine Projection eines beliebigen Kegelschnius., — Hier
soll nur von orthographischer Projection, als die leichteste die
Rede sein, und um die Sache in der Vorstellung zu erleichtern,
wollen wir unter den Kegelschnitten die Ellipse wihlen.

3. Will man in ciner Ellipse durch cine Sebne ein Segment von
gegebenem Flicheninhalte, oder ein Segment abschneiden,
welches zu der Fliche der ganzen Ellipse cin gegebenes Ver-
hilunifs hat, so wiirde es blos darauf ankommen, in dem tiber
der kleinen Axe beschriebenen Kreise ein Kreissegment abzu-
schneiden, welches zu dem ganzen Kreise in demn gegebenen
Verhiltnisse sichet, = Sieht man nun die Ellipse als die Pro-
jection dieses Kreises an, so ziehe man nur durch die End-
punkte der Kreissehne Parallelen mit der grofsen Axe, und
verbinde die Durchschniuspunkte dieser Parallelen mit der El-
lipse durch eine Ellipsenschne, so hat man der Projectionslehre
gemals ein Ellipsensegment, welches zu seiner Ellipse dasselbe
Verhilnifs hat, wie das Kreissegment zu seinem Kreise.

4. Soll man in ciner Ellipse z.B. ein Sechsseit einschreiben, des-
sen Segmente isotomisch sind, so beschrcibe man in dem
Kreis tiber der kleinen Axe ein regulires Sechsseit, ziehe wie
(3) durch alle Winkelspitizen Parallelen mit der grofsen Axe,
und verbinde die Durchschnittspunkte dieser Parallelen mit
der Ellipse durch gerade Linien, so ist die Aufgabe gelist;
weil nach (3) jedes cnistandene Ellipsensegment zur ganzen
Enipse immer dasselbe Verhaltnils, wie das zugehirige Kreis-
segment zum ganzen Kreise haben mufs, und da im Kreise
die Segmente alle gleich sind, so sind es auch die in der
Ellipse.

5. Denkt man sich nun einen Berithrungskreis in dem im Kreise
(4) eingeschricbenen, reguliren Sechsseit, so ist dessen Pro-
jection offenbar eine der ersterm ahnliche Ellipse, die jede El-
lipsensehne des isotomischen Seclsseits in ihrer Mitte beriibrt.
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6. Der gesuchte geometrische Ort von der Mite aller Ellipsen-

sehnen, die zu isotomischen Segmenten gehéren, ist also eine
der aufsern Ellipse dhnliche und concentrische Ellipse, d.h.
deren Axen in beiden Ellipsen einerlei Verhilinifs zu einan-

der haben.

. Die allgemeine Eigenschaft der dhnlichen, concentrischen El-

lipsen ist also einzig die, dafs alle Tangenten der innern Ellipse
in der dufsern Ellipse isotomische Ellipsensegmente abschnei-
den. Aber so wenig jeder innere concentrische Kreis geeig-
net ist, durch seine Tangenten den &dufsern Kreis in gleiche
Theile zu theilen, eben so wenig ist dazu jede innere concen-
trische, ihnliche Ellipse geeignet, die Peripherie der iufsern
Ellipse genau so zu theilen, dafs eine ganze Anzahl getrennter
isotomischer Ellipsensegmente entsiehen.

. Bei den ihnlichen concentrischen Hyperbeln lassen sich die-

selben Schliisse, wie oben bei der Ellipse machen. Es ist nur
noch zu bemerken, dafs bei den Hyperbeln diejenige, welche
die grofsern Axen hat, die innere wird, und ihre Convexitit
der Concavitit der aufsern Hyperbel zukebrt. Uebrigens
wird man gleichfalls sehen, dafs, da jede Tangente der innern
Hyperbel zugleich eine doppelie Ordinate zu einem Durch-
messer der dufsern Hyperbel ist, sie nothwendig in dem Be-
riihrungspunkt halbirt ist.

. Da eine Parabel als eine Ellipse angesehen werden darf, deren

grofsc Axe, und folglich auch ihre Halfte, oder die Entfer-
nung des Scheitelpnnkis vom Mittelpunkt unendlich ist, so
folgt hieraus, dals in der Parabel die Diameter zur Axe pa-
rallel werden. Nun mufs, wie in Betrefl' der Ellipse, der Dia-
meter die Tangente der innern Kurve halbiren, und folglich
diese Tangente parallel zu der Tangente der aufsern Parabel,
oder, welches einerlei ist, die correspondirenden Bogen ihn-
lich sein, und also auch die Abscissen und die Ordinaten
von diesen zwei Bogen sich wie die Parameter dieser zwei
Parabeln verhalten. Da aber wegen der Parallelivit der Dia-
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meter mit der Axe die zwei zu den Berihrungspunkten geho-
rigen Ordinaten gleich sind, und also die beiden Parameter
auch gleich sein miissen, oder beide Parabel sind nicht wie
alle Parabeln, blos dhnlich, sondern véllig einander gleich, so
liegt der Scheitel auf der Axe da, wo eine auf die Axe per-
pendikulire Sehne von der gegebenen Parabel eine Fliche
von verlangter Grifse abschneidet.

10. Ist ein hohler Cylinder, dessen parallele und congruente Grund-
flichen Ellipsen sind, mit einer bestimmten Quantitat Fliissig-
keit gefillt, so schneidet jede in eine Lage, wo die Grund-
flichen vertikal stehen, isotomische Korpersegmente ab, dercn
Wasserspiegel immer von concentrischen, den Grundflichen
ihnlichen Ellipsen beriihrt werden.

B e S

Wathemat. Klusse 1824, M
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