Eine Mathematik der Asthetik?

Uber die Frage, ob sich das menschliche Empfinden fiir
das Schone oder die Kunst in irgendeiner Weise quanti-
tativ fassen lisst, wird schon seit dem Altertum nachge-
dacht. Vor allem in der Renaissance erlebten die Versu-
che, quantitative Kriterien fiir das Schéne zu entwickeln,
eine Bliitezeit — wir erinnern zum Beispiel an Albrecht
Diirer oder Leonardo da Vinci. Trotzdem ist auch heute
die Meinung weit verbreitet, dass Asthetik auf der einen
und Mathematik/Naturwissenschaften auf der anderen
Seite durchschnittsfremd sind. Andererseits sind aber
Kunstwerke wie eine Bachfuge, ein Gemilde, ein Bau-
werk oder eine Skulptur vor aller dsthetischer Bedeutung
auch physikalische Objekte in ein, zwei oder drei Dimen-
sionen. Es wiire natiirlich naiv, anzunehmen, dass physi-
kalische Charakteristika dieser Objekte wie Linge oder
Masse eine direkte dsthetische Relevanz besifien. Die
Schonheit eines Gemildes kann nicht anhand seiner
Fliche ermittelt werden, auch wenn auf dem Flohmarkt
hiufig sein Preis danach bemessen wird. Stattdessen be-
stehen subtile Beziehungen zwischen der Komplexitit
eines Objektes und seiner dsthetischen Wirkung, die wir
im Folgenden unter Aspekten der Informations- und der
Komplexititstheorie diskutieren wollen.

Am Anfang der Entwicklungen, die zu einer Verbin-
dung von Informationstheorie und Asthetik fiihrten,
standen die Arbeiten des Mathematikers G. D. Birkhoff
A Mathematical Approach to Aesthetics (1931) und 4 Math-
ematical Theory of Aesthetics (1932), wobei in der zweiten
Arbeit vor allem die Asthetik musikalischer Komposi-
tionen im Mittelpunkt steht. »Fiir Birkhoff ist das Fun-
damentalproblem der dsthetischen Wahrnehmung sehr
eng gefafdt: Man untersuche alle >auffindbaren dstheti-
schen Faktoren« einer Klasse (dsthetischer) Objekte und
lege die (relative) Bedeutung dieser Invarianten dadurch
fest, dafl man ihnen gewisse Zahlenwerte zuordnet. [...]

Das Problem liegt im Auffinden und Definieren geeigne-

ter dsthetischer Faktoren. In der Birkhoffschen Theorie
kénnen nur solche Invarianzen beriicksichtigt werden,
die sich auf die Form der (isthetischen) Objekte in einem
allgemeinen Sinne beziehen.« (Rul Gunzenhiuser)

Fiir Birkhoff ist das dsthetische Empfinden bei der
Wahrnehmung von Objekten bestimmt durch drei Gro-
fen, die er als Ordnung O, Komplexitit C und istheti-
sches Maft M bezeichnet. Die Komplexitit C stellt ein
Maf dar fur die »Gesamtheit der Merkmale des wahrge-
nommenen Objektes«. In der sinnlichen Wahrnehmung
wird diese Komplexitit erfahrbar als Anstrengung der
Sinnestitigkeit des Betrachters. Numerisch wird C be-
stimmt durch die Zeichenmenge, aus der das Objekt be-
steht, also bei gesprochenen Gedichten aus der Zahl der
Silben bzw. Phoneme, beim Héren von Musik durch die
Zahl der T'éne usw. O reprisentiert die (mehr oder weni-
ger verborgene) Ordnung eines Objektes, die fiir Birkhoff
als notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines »Ge-
fithls des Gefallens am dsthetischen Objekt« angesehen
wird. Diese Ordnung wird durch verschiedene Ordnun-
gen — etwa in grafischen Objekten oder Reimen bei Ge-
dichten — ausgedriickt.

Unter der Annahme, dass M, O und C messbare Gro-
fen seien, postuliert Birkhoff das #dsthetische Maft M
formal als Quotienten von O und C: . Nach
Birkhoff reduziert die Komplexitit das isthetische Maf,
wihrend es durch Ordnung erhéht wird. Weiterhin wird
deutlich, dass es fiir ein bestimmtes dsthetisches Mafd
eine Fille von Realisierungsmdglichkeiten hinsichtlich
der Komplexitit gibt.

Entropie als Ordnungsmaf

Vor der Anwendung des isthetischen Mafles M = O/C
stellt sich vor allem die Frage, wie die beiden zentralen
Begriffe Ordnung (O) und Komplexitit (C) quantitativ
fassbar sind. Birkhoff selbst hat sein dsthetisches Maf}

unter anderem auf einfache geometrische Objekte (zum
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Beispiel auf Vasenformen) angewandt, wo O und C durch
Symmetrien charakterisiert werden. In Bereichen, die mit
klar gegliederten geometrischen Formen zu tun haben,
wie etwa der Architektur, hat sich dieses Maf in der Fol-
gezeit auch als anregend erwiesen. Es stellt sich allerdings
das Problem, wie Ordnung und Komplexitiit bei solchen
Objekten quantifiziert werden konnen, die keineswegs
mehr durch einfache geometrische Relationen beschreib-
bar sind, etwa Texte oder Musikstiicke. Hier kommt uns
die Physik zu Hilfe, die mit der Entropie ein fundamen-
tales Maf zur Verfiigung stellt, um (Un-)Ordnung und,
wie wir sehen werden, auch Komplexitit zu charakteri-
sieren.

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
ist die Entropie eine Zustandsgréfle, die in einem abge-
schlossenen System so lange ansteigt, bis der Maximal-
wert erreicht ist. Dieser Gleichgewichtswert entspricht
einem Systemzustand mit der gréfiten molekularen Un-
ordnung. Der Abstand von diesem Gleichgewichtswert
kann somit (fiir abgeschlossene Systeme) als ein Maf der
im System vorhandenen Ordnung angesehen werden. In
der statistischen Interpretation der Entropie, die erstmals
von Boltzmann vorgenommen wurde, ist die Entropie
gleichfalls ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit bzw. Un-
wahrscheinlichkeit des Auftretens von Ordnungs- und
Unordnungszustinden. Die grofite Wahrscheinlichkeit
haben danach Zustinde maximaler Unordnung (maxima-
ler Entropie), wihrend Zustiinde, die mit der Herausbil-
dung eines Ordnungszustandes, also einer Verminderung
der Entropie verbunden sind, nur eine vergleichsweise
geringe Wahrscheinlichkeit haben und deshalb auch
nicht spontan ablaufen.

Eng verwandt mit der statistischen Entropie ist die In-
formationsentropie, die ein Maf fiir die Unbestimmtheit
in einem System darstellt — oder anders ausgedriickt: ein
Ma® fiir die Information, die man benétigen wiirde, um
den Zustand eines Systems vollstindig zu beschreiben.
Unter bestimmten Umstinden lisst sich eine Aquivalenz
von statistischer und Informationsentropie zeigen, das
heifit ein Zusammenhang zwischen Ordnung und Infor-
mation, der insbesondere auch fiir Fragen der Vorhersag-
barkeit eine grofle Rolle spielt.

Dieses informationstheoretische Entropie-Konzept
wurde von Shannon entwickelt, der es bereits in seiner
fundamentalen Arbeit Prediction and Entropy of Printed
English (1951) auf literarische Produktionen anwandte, in
denen er die Abfolge von Buchstaben analysierte. Diese

Untersuchungen wurden von Wilhelm Fucks in den
1950er und 1960er Jahren zu einer mathematischen Ana-
lyse von Sprachen, Sprachelementen und Sprachstil sowie
von Formalstrukturen der Musik erweitert. Dazu hat
Fucks bereits 1953 die Entropie als ein quantitatives Maf}
fiir die Stilcharakteristik in die Asthetik eingefiihrt (und
er stiitzte sich hierbei ausschliefilich auf die Shannon’sche
Informationstheorie): »Wenn man erst einmal ein Kunst-
werk als geordnete Elementenmenge begriffen hat, ist es
naheliegend, den Ordnungsgrad der Menge der Elemente
formal genauso zu berechnen, wie man in der Physik
Entropien berechnet.«

Auch der Philosoph Max Bense hat bei seiner Begriin-
dung einer rexakten Asthetik« bereits 1956 auf die Bezie-
hung zwischen der thermodynamischen Entropie und
dem isthetischen Prozess hingewiesen. Beim istheti-
schen Prozess »entsteht aus dem Chaos der stochasti-
schen Verteilung der Zeichenelemente eine Zeichenord-
nung«. Der damit verbundene Ordnungsgewinn lisst sich
durch eine Abnahme der Entropie ausdriicken und wird
bei Bense mit dem Begriff der Redundanz R beschrieben,
withrend die Komplexitit durch die Shannon’sche Infor-
mationsentropie ausgedrickt wird. Damit lassen sich fur
das dsthetische Mafl M = O/C zwei Grenzfille diskutie-
ren (vgl. Abbildung): (1) Ordnung: In diesem Fall wird
die als Ordnungsmaf verwendete Redundanz maximal,
withrend die als Komplexititsmafl verwendete Informa-
tionsentropie minimal wird, und M erreicht ein Maxi-
mum. (2) Chaos: In diesem Fall wird das Ordnungsmaf,
die Redundanz, minimal, wihrend die Komplexitit, die
Informationsentropie, maximal wird; entsprechend hat M
ein Minimum.

Die Bewertung isthetischer Wahrnehmungsprozesse
bewegt sich also stets zwischen Ordnung und Chaos.

Entropie als Komplexititsmafl

Wie die Abbildung verdeutlicht, werden durch Birkhoffs
dsthetisches Mafl Ordnungszustinde eindeutig dsthetisch
hoher bewertet, sofern man als Ordnungsmafl die Entro-
piedifferenz und als Komplexititsmafl die Informations-
entropie ansetzt. Dies wird aber durch empirische Unter-
suchungen so nicht bestitigt. Abraham Moles (1966) hat
darauf hingewiesen, dass jede Botschaft, auch die dsthe-
tische, eingeschlossen ist zwischen den Fillen perfekter
Originalitit, die nur mit einer ginzlich unvorhersehbaren
und praktisch unverstindlichen Zeichenfolge erreicht
wird — dies entspricht dem Chaos-Grenzfall in der obi-
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gen Unterscheidung —, und perfekter Banalitit, die aus
der vollstindigen Redundanz der Botschaft entsteht und
nichts Neues fiir den Empfinger bringt — dies entspricht
dem Grenzfall der Ordnung. Allerdings wird bei Moles
der Grenzfall der Banalitit oder Ordnung aufgrund des
zu geringen Neuigkeitswertes ebenso niedrig bewertet
wie der Grenzfall der perfekten Originalitit bzw. des
Chaos. Nur zwischen diesen beiden Polen, das heifit,
wenn es dem Betrachter erméglicht wird, durch ein Min-
destmaf an Strukturierung die dargebotene Information
auch auszuschépfen, nimmt der dsthetische Wert ein
Maximum an.

Die Konsequenz dieser Betrachtung lautet also: Das
Asthetische, das Schone findet sich auf der Grenze zwi-
schen Ordnung und Chaos. Um auch ein Maximum des
dsthetischen Mafles M in diesem Bereich zu finden, muss
man allerdings ein anderes Komplexititsmaf als die
Shannon’sche Informationsentropie verwenden, denn
diese hat ja wie die Boltzmann’sche Entropie ihr Maxi-
mum bei der totalen Unordnung. Damit stellt sich die
Frage nach geeigneten Komplexititsmaflen bzw. nach
dem Begriff der Komplexitit iberhaupt.

Das Wort >komplex< entstammt dem Lateinischen und
bedeutet so viel wie »Zusammengefasstes< oder >Gesamt-
heit«. Komplexe Systeme sind also Systeme aus vielen
Einzelelementen, die gemeinsam die reichhaltigen Ei-
genschaften des jeweiligen Gesamtsystems hervorbrin-
gen. Im Rahmen einer qualitativen Bestimmung kann
man Systeme als komplex bezeichnen, wenn sie Ord-
nungsrelationen (oder langreichweitige Korrelationen)
auf vielen (rdumlichen und zeitlichen) Skalen aufweisen.
Die Einsichten der modernen Naturwissenschaften ha-
ben in den vergangenen zwei Jahrzehnten zu einem fast
inflationir gesteigerten Interesse an komplexen Systemen
und am Begriff der Komplexitit gefithrt. Nach intensiven
Bemihungen bildet sich allerdings die Einsicht heraus,
dass es ein eindeutiges und auf alle Systeme anwendbares
Maf fir Komplexitit nicht gibt.

In unseren eigenen Untersuchungen haben wir uns da-
her vor allem konzentriert auf mégliche Erweiterungen
des Konzeptes der Informationsentropie, um komplexe
Strukturen charakterisieren zu kénnen. Diese Groflen
werden als Entropien héherer Ordnung, bedingte Entro-
pien oder dynamische Entropien bezeichnet; sie messen,
dhnlich wie die Informationsentropie, die Unsicherheit
bei der Vorhersage des »nichsten Schrittes, also des

nichsten Buchstaben in einem Text oder der nichsten

Note in einem Musikstiick, allerdings unter Berticksichti-
gung der >Vorgeschichte«. Wiirde sich ein Text oder eine
Melodie irgendwann wiederholen, dann kénnte aus der
Vorgeschichte der weitere Verlauf des Geschehens er-
schlossen werden, die Unsicherheit wire also null — genau
wie im Zustand der perfekten Ordnung. Der andere
Grenzfall wiren ein Text oder eine Melodie, die keinerlei
Strukturen aufweisen, wo der nichste Buchstabe oder die
nichste Note véllig zufillig auftauchen. In diesem chao-
tischen Regime wire die Unsicherheit der Vorhersage im-
mer konstant hoch.

Unsere Untersuchungen der bedingten Entropien
von >natiirlichen< Sequenzen, zum Beispiel literarischen
Texten, haben aber gezeigt, dass diese strukturell gerade
so aufgebaut sind, dass sie weder vollkommen chaotisch
noch vollkommen periodisch sind. Natiirliche Sequenzen
liegen also in der Abfolge ihrer sBuchstaben« auf der
Grenze zwischen Ordnung und Chaos — mit anderen
Worten: zwischen Redundanz und Neuigkeit. Die struk-
turelle Information dieser natiirlichen Sequenzen ist
durch langreichweitige Korrelationen gekennzeichnet,
das heif’t, es sind noch Beziehungen zwischen >Buchsta-
ben< nachweisbar, die an voneinander entfernten Stellen
innerhalb der Sequenz stehen. Dies spiegelt sich in einer
langsamen, potenzgesetzartigen Abnahme der bedingten
Entropien wider.

Aus dem Verlauf der bedingten Entropien lisst sich
dann ein spezielles Komplexititsmaf} ableiten, das als
effektive Komplexitit bezeichnet wird und das fiir natir-
liche Sequenzen, also auf der Grenze zwischen Ordnung
und Chaos, einen entsprechend hohen Wert hat. Die
Entropie hat sich damit unter bestimmten Verallgemei-
nerungen auch als ein Maf} zur Charakterisierung kom-
plexer Strukturen bewihrt.

Fazit

Schon Birkhoff vertrat die Auffassung, dass ein Kunst-
werk nur dann schén sei, wenn es weder regulir und vor-
hersagbar noch zu sehr mit Uberraschungen versehen ist.
Unser Konzept der dynamischen Entropie erweist sich,
wie wir gezeigt haben, als ein geeignetes Instrument zur
Quantifizierung dieser Aussage, denn es konzentriert sich
auf ebendieses Verhiltnis von Vorhersagbarkeit (bereits
bekannter Strukturen) und Uberraschungseffekt (beim
Auftauchen neuer Strukturen). Durch die dynamische
Entropie wird gerade die Unsicherheit bei der schrittwei-

sen Voraussage beschrieben — oder anders ausgedriickt:



Die dynamische Entropie gibt an, was es beim nichstfol-
genden (Wahrnehmungs-)Schritt an Neuem, Unerwarte-
ten zu entdecken gibt bzw. wie viel etwa schon als be-
kannt vorausgesetzt werden darf. Sie quantifiziert damit
gewissermaflen den bekannten Déja-vu-Effekt und misst
dem dynamischen Prozess der Perzeption grofie Bedeu-
tung bei.

Uber die »Wirkung« eines Objektes entscheidet also
das optimale Verhiltnis von Bekanntem und Unbekann-
tem, Altem und Neuem, von Gewohnheit und Uberra-
schung. Das Schéne ist in diesem Sinne nicht eine Eigen-
schaft der Objekte an sich, sondern eine binire Relation
zwischen wahrgenommenem Objekt und wahrnehmen-
dem Subjekt. Einer Reduktion des Asthetischen auf rein
quantitative Aspekte auf der einen Seite stehen also auf
der anderen Seite die subjektive Wahrnehmung und
Wertung durch das Individuum entgegen, fiir welche im
Rahmen naturwissenschaftlicher Theorien bestenfalls
Randbedingungen angegeben werden kénnen.
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