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Han Triebei 

Math,emati;sche Modellbildung 

(Vortrag in ,der Sitzung der mathematis,ch-naturwlssenschaftlichen Kla s,e 
an1 19. November 1993 · erweiterte Fass,ung) 

1. Was ist Mathematik? 

Es ist unbestritten, daß Mathematik eine sehr alte Wissenschaft ist. Was ist aber 
ihr Wesen, und was grenzt s·e gegen andere Wi . enschaften ,ab? Wenn man nicht 
bei Oberflächlichkeiten stehenbleiben möchte, muß, man auf ,de I mathemati eben 
Ehrenkodex verweisen; wonach ,die induktiven Findungen der Mathematik der d,e-
duktiven Ptäsentation bedürfen. Oder anders ausgedrückt: Mathematische Sätze 
beruhen auf Annahmen (Axiomen), und die behaupteten Aussagen müssen aus 
ihnen durch rein logische Schlü , e (ohne weitere Zutaten) hergeleitet w,er,den . . Die 
Erfindung des mathematischen Beweises in diesem Sinne kann man als die ,Ge-
burtsstunde der modernen Mathematik ansehen. Gelegentlich wird hierlür Pytha-
goras (etwa 53,01 v.u.Z.) haftb,ar gemacht, in jedem F,all hat sich aber ,die nachfol-· 
gende griechi ehe Mathematik in hohem Maße die em Ideal verpflichtet gefü.hlt, 
wie z.B. ,die Elemente des Euklid (etwa 300,v.u.Z.) zeigen. Nachdem man so er-
kannt hat, daß der logische Beweis ,das prägend·e Charakteristikum moderner 
Mathematik ist, bleibt nur noch die Frage nach dem G,eg nstand der Mathematik. 
Hier hat wohl jeder mehr oder weniger zutreffende Vorstellungen. Man hat auch 
immer wieder vers·ucht,, griffig,e Formeln zu finden, etwa (bezo,gen auf un ere 
Zeit): Mathematik ist die Lehre der logischen Strukturen. Nur solche Lehrfo,rmeln 
entpuppen sich ra eh al . Leerformeln: Während die Mathematiker keine Schwie-
rigkeiten haben, da Wort ,,lo,gi ehe Struktur'' mit Substanz zu u.nterlegen, kann 
eben die e ,der Außenstehende nicht, womit das Ganze wertlo . wird. Da macht 
man wohl am besten aus der Not eine Tugend und erklärt das zum ·Gegen tand 
der modernen Mathematik, was sich · m Laufe d·er reichlich zw,eitausendjährigen 
Geschichte h · nter ihrer Fahne versammelt hat. Wenig · -t es wahrlich nicht. 
Akzeptiert man, ,daß m.athematische Theorien (zuminde t im Prinzip) auf Axio-
mensy tem,en beruhen. steht man scheinbar v,or ,einem neuen Dilemma. Ganz l,o -
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gelöst v,on der Frage der Widerspruchsfreiheit der Axiome oder ·der Frage, ob man 
nicht etwa überflü ige Axiome aufgeführt hat (die aus ·den verbl,eibenden herleit-
bar . ind), steht man an cheinend vor dern Problem grenzenloser Willkür der freien 
Erfindung ,,logischer Systeme''. Die hohe Effizienz der Mathematik wird zum 
nicht nachvollziehbaren Mir.akel. Der Verdacht steigt auf, d.aß es vielleicht zwei 
Mathematik.en gibt (das englische ,,mathematic ' ist der Plural), eine für die ,,Spin-
ner'' im Elfenbeinturm, die andere zum Hausgebrauch im realen (auch naturwis-
sen chaftlichen) Leben. D,em ist aber nicht so .. Die Mathematiker sind sich einig, 
daß sie nicht irgendwelche ,,logischen Sy teme'' suchen, andern tragfähige Theo-
rien, die reichhaltige Strukturen abwetfen und ästhetischen Glanz v,ersprechen. 
Und es sind oftmals g,erade diese scheinbar do·ch so willkürlichen ,Gebilde, die 
,dan·n auf gar wundersame Weise (phy ikalische) Realität zu modellieren gestatten. 
D.as macht es dann begreiflich, ,daß die Mathematiker das Gefühl haben, derartige 
Strukturen (Axiomensysteme) nicht erfunden, sondern gefunden zu haben. Sie ind 
Entdecker und. nicht Erfinder und kö,nnen sich des Eindruck . nicht ,erwehren, daß 
ie ( oftmals nach vielen Irrungen und Wirrungen) unabhängig von ihn:en ,existie-

rende (Platonische) Ideenlands.chaften e.ntde,cken (gelegentlich stellen sie fest, daß. 
andere ch,on v,orihnen da waren). Gute mathematische Theorien hab,en eine eig,ene 
Existenz, und die do,rt lebenden Formeln sind klüger als Menschen. Sie bergen ein 
:rei,chh.altigere · ·nnenleben in sich, als ihr,e (Er-)Finder einstens gewagt hatten zu 
ho,ffen, oder, manget . ausreichender Phantasie, nicht hatten ahnen können. 
Akzeptiert man dieses Selb tverständnis der Mathem,atik (und der Mathematiker), 
dann kommt man vielleicht doch der so unverständlichen Effizienz der Mathematik 
(i bezug auf Naturwiss,enschaften und Technik) einen Schritt näher, obwohl ihre 
Theorien die freien (um nicht zu sagen willkürlichen) Erfi.ndung,en des mensch-
lichen Gei tes zu sein scheinen. Es gehört wohl zu den eindrucksvollsten Erlebnis-
sen eine . Mathematikers (Physikers usw.), daß man mit einer mathematischen For-
mel (Entschuldigung) dem Lieb,en Gott in die Karten gucken kann. Oder wi,e 1es 
Galilei formulierte, wonach nur der im großen Buch der Namr lesen kann, der ihre 
Spra,che versteht, und da i . t die Mathematik. Nun wäre ,es aber geradezu irrwitzi.g 
anzunehmen,. daß jeder einze ne Mathematiker gleich am die Inkarnation de 
S,pannungsverhä tnisses zwischen Geistes- und N.aturwissen chafte11 i t, dem ,die 
Mathematik dankenswerter- und privilegierterweise ausges1etzt ist. [Zu DDR-Zei-
ten hat e . übrigens olche Tendenzen gegeben ,galt e . doch den Westen zu über-
holen, wa zugleich in seltsamer Weise der Mitteilung widersprach, daß selbiger 
am Ab.grund teht, und das auch noch gesetzmäßig.] Nach Hilbert ( · 862-1'943) 
haben es die Mathematiker aller Zeiten abgelehnt, di,e Anwendungen ai Grad-
messer der Mathematik gelten zu lassen. Tatsächlich i t die Haltung der einzelnen 
Mathematiker sehr unter· chiedlich . und diesbezüglich,e Bewertungen hängen auch 
noch vom eigenen Standpunkt ab. Hier ein (wie mir scheint) treffliche Beispiel: 
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Littlewood (1885-1977) war in beiden Weltkriegen Berater der Britisch,en Regie-
rung und hat in dieser Eigen chaft (anscheinend sehr erfolg eich) ballistische Ge-
schoßbahnen berechnet. Dieser Sachverhalt fin,det so,wohl in den Leben erinne-
rungen von Hardy (1877-1'947) (Hard:y, 1969), als auch bei Wiener (1894-1964)., 
(Wiener, 1964) Erwähnung. Während Hardy ,Ueglicher Anwendung .abhold) dar-
au.f hinweist, daß · .elbst ein so überragender Mathe·matiker wie Littlewood an ·den 
Anwendungen gescheitert i t, stellt Wiener (ein angewan,dter Mathem,atiker ,der 
Extraklas e) die Erfolg,e Littlewoods als leuchtendes Bei p,iel heraus. [Nach Heb-
bei hat in 1einem guten Drama jeder recht.] 

2. Modellbildung 

Gute mathematische Th·eorien führen also eine Art ge · tig,es Eig,enleben, und e 
ist da· Bestreben der Mathematiker, ihnen die mehr oder weniger gut gehüteten 
Geheimnisse zu entreißen. So ge eben, ist die Analo,gie zu naturwissenschaft-
lichen Theorien und naturwissenschaftlichen Forschungen offensichtlich. Die 
Frage ist, können ,die beiden sich finden? Notwendig hierfür scheint zu. ,ein, daß 
die in Rede stehende 11aturwissens·chaftliche Theorie ein hohes Maß an Mathema-
ti ierung zuläßt. Schließlich handelt es sich nicht darum Mathematik hin und 
wieder (oder zwischendurch) al Argumentationshilfe einzu etzen, son,dern das 
,Ganze zu axio,matisieren o,der zu. modellieren. Das wirft eine Reihe von Fragen 
auf. Da ist zunäch t das Probl,em ob sich die Mathematiker überhaupt hiermit 
beschäftigen sollten, da es sich ,doch um eine brotlo e Kunst handelt, wie gele-
gentlich au Physikerkr,ei en (mißverständlicherweise, wie sich zeigen wird) zu 
hören i t. Wenn ja, wie fonnalisiert man die e Aufg.abe? Ferner ist .zu klären, was 
Axiomatik, oder besser Modellbildung, leisten kann und was nicht. Und ·chl'eß-
lich ind natürlich überzeugende Beispiele gefragt. 
Zur ersten Problematik. läßt man am b . sten Hilbert zu Wort omm,en. In seine1n 
b,erühmten Vortrag „ Mathematische Probleme'' auf dem nternatio11alen Mathe-
matikerkongreß im August 1900 in Pari hat er in einzigartiger Weise 23 Probleme 
formuliert, die di,e Mathematik die e Jahrhu.ndert. nachha]tig b,eeinflt1ßt haben: 
[Tats.ä,chlich hat er aus Zeitgründen nur 10 die er Problem,e vorgetragen. Di schrift-
liche Fa ung in dem Kongreßbericht enthält die volle Li te dieser Probleme], 
(Alber , Alexander on, R,eid, 1987) und (Alexandro,v (Hg.), 1971). Da 6. Problem 
,,Mathematische Behandlung der Axiome de.r Physik" (e gehört zu den vorgetra-
genen) beginnt mit den Worten: ,,Durch die Untersuchungen über die Grundlagen 
der G,eo·metrie wird uns die Aufgabe naheg.elegt, nac·h diesem Vo,rbild:e diejenigen 
phy,sikalischen Disziplinen axiomatisch zu behandeln, in denen schon heute die 
Mathe,niatik eine hervorragende Rolle spielt; dies sind in erster Linie die Wahr-
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scheinlichke.itsrechung und die Mechanik." (Dank ilirer nachfolgenden Axioma-
tisierung i t heute die Wahrscheinlichkeit rechnung, oder bes er Stochastik, ein 
wesentliches Teilgebiet der Mathematik.) Axiomatisierung weit fortgeschrittener 
ph.ysikalischer Teildi ziplinen wird so,mit primär als innennathemati ehe Aufgabe 
geseh.en. 
Da führt sofort ( oder trotzdem) zur Frage was Axiomatik eigentlich zu lei ten in 
der Lage i t. Eine physikalische Teildisziplin (begrenzt nicht nur durch den Gegen-
stand, so·ndem auch durch di .angestreb,te Genauigkeit ,der Beschreibung) ist wo,hl 
erst dann axiomatisierbar, wenn sie eine erste Entwicklungsphase abgeschlossen 
hat un,d wenn zumindest erahnbar ist, was das adäquate mathematische In trum,enta-
rium ist. Die ge]egentlic·hen Ver. uche von Mathematikern,. ehr frühzeitig Axioma-
tik zu betreiben, in der Hoffnung, daß sich die Natur danach richtet scheinen mir 
nicht ehr ,erlolgver prechend zu sein. [Zu DDR-Zeiten gab es den Slogan ,,Über-
:holen ohne einzuholen''. Das klingt sehr gut, hat nur einen Fehler, e funktio·niert 
· elt,en.] Was leistet dann Axio ·· atik aus der Sicht de forschenden Phy ikers? Der 
Ko,:mmentar der Physiker „D·as wissen wir längst" ist eben o richtig wie fehl am 
Platz. Zur aktuellen Forschung an den Frontlinien der (the·oretischen) Physik im un-
wegsamen Gelände kann, so denke ich, Axiomatik wenig beitr,agen. Aber sie befe-
. tigt jene Teile die nunmehr Etappe sind legt breite Wege .an, schafft Sicherheit und 
erlaubt ,der nachfolgenden For chun.gsgeneration kraft parend an die Frontlinien zu 
gelangen und dort weiter v,orzudringen als ihre Vorgänger~ Und das ist g.ar nicht 

. . 

wenig und doch W·ohl ein Wesenszug naturwi. ·.enschaftlicher Forschung .. 
Bleibt die Frage der Formali .ierung .. Nach dem bi her Gesagten ist die Prozedur 
fa t vorgezeichnet. Gegeben ei ,ein Teilgebiet der Physik mit einem gewi . en Rei-

. -

fegrad und einem erkennb,aren mathemati eben Instrumentarium. Gesucht ist eine 
erahnbare ,,gute'' math.ematische Theorie (mit intellektuellem Eigenleben), ,die die 
gewünschte Axiomatisierung leisten könnte. Dann muß man noch sagen, wie man 
in diese ,black box'' hineinkommt t1n,d wie man au ihr herauskommt. Am Bei-
spiel der Quantenmechanik ist die durch die Worte ,,Quanti ierung'' und ,,Inter-
pretation'·' gekennzeichnet. Der Moment der Wahrheit ist dann die Überprüfung 
durch Vergl,eich mit experimentellen Daten. 

( Quantisi,erung) 

phys. Teilgebiet innermath. Theo,rie 
( Quantenmechanik) . (Hilbertraum-Modell) 

Interpretation 
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J· .. D'as Hilbertraum-Modell der ·Q.uantenmechanik 

Es würde zu weit führen, ,das Hilbertraum-Modelt der Quantenmechanik im 
Detail ,darzustelle.n. Vielmehr beschränken wir uns auf ein einfaches, aber doch 
aussagekräftig.es Beispiel, d.as ,die Problematik deutlich macht und das da . von 
Physikern und Mathematik,em gl,eich,ermaßen liebevoll g,epfl,egte Spannung .ver-
hältnis ,etwas beleuchtet: Da, . ·wa . serstoffatom mit Kern im Nullpunkt des R3 und 
einem darum .,,kreisen,den'' Elektron (Masse m, Ladung e) .. Quanti iert man da , 
was Mechanik und Elektrodynamik liefern gelangt man zu dem Differentialaus-
dn1ck (Hamilton-Operator des Wasser toffatoms) 

J't'f ~ - tz2 M - . e2 f 
2m lxl ' 

h a2 a2 a2 
wo,bei n = das Planck ehe Wirkung quantum und ~ = -- + + ·--

2n ~: ~ ~ 

i t. Die Axiomatik verlangt, daß Yt ein selbstadjungi,erter Operator in einem ge-
,eigneten Hilbertraum ist. Das h 1eißt, ,die ,erforderlichen math,emati eben Zutaten 
zu Yf sind ein Hilbertraum und ein Definitionsgebiet dom :/'e vo,n Yt. Bezüglich 
des Hilbertraumes bietet sich. natürlicherweise L2 (R3), d,er Raum der komplex-
wertigen quadratisch integrierbar,en Funktionen im R3

, an. Al do,n :Yt könnte 
man etw.a dom :Yf' = D (R3

) (G,e amtheit der beliebig oft differenzierbaren k,om-
plexwertigen Funktionen in R3 mit kompaktem Träger) oder dom .Yf ~ S (R3) 

(der Schwartz-Raum der rasch fallen,den Funktion,en) wählen. ln beiden Fällen ist 
.Yf? ein symmetrischer Operator, also, 

Aber synunetri eh ist nicht unb dingt ,elbstadjungiert, und letzteres wird zwin-
gend von der Axiomatik verlangt. Das i t nun eine typi ehe Stelle, wo Physiker 
und Mathematiker , o herrlich aneinander v·orbeired.en könn,en. Der Mathematiker 
muß auf Selbstadjungiertheit bestehen, der Phy iker weist darauf hin, ,daß der obi-
ge symmetri ,ehe Operator (in beiden Fa sungen) schon alles li,efert,. was er zu wis-
en wünscht. Wie gesagt nach Hebbel hat in einem guten Drama jeder recht, o 

au,ch hier. D,er obige Operator i t nämlich wesentlich · elbstadjungiert, sein 
Abschluß :Yt' ist so,mit selbstadjungiert. Die Pr.ozedur des Ab chlusses eine - Ope-
rators enthält aber keine Freiheiten mehr.: Alle denkb.aren Informationen, die :if 
enthält, kann man auch schon .Y~ entlocken .. Physikali eh ist das Zltfriedenstellend.,. 
mathematisch nicht. 
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Wa i t al o dom J/t? Die Antwort lautet: 

der Sobolev-Raum ,der Funktionen feL2(R 3
), deren (Distribution ·-)Abl,eitungen 

df und ()2f ebenfalls zu Lz(R3) gehören. 
axj ,c)xj axk 

[Ganz nebenbei gesagt: W; (R3) ist ein Funktionenraum, und die Theorie der 
Funktio·nenräume ist mein eigentliches Forschungsgebiet, aber n.at~irlich nicht nur 
w; (R3).] Die Sp,ektraltheorie ,des (nunmehr) · elbsta.djungierten Operators Yf 
führt u„ a. zu den Eigenwerten von Yf , al o jenen rellen (in unserem F'all negati-
ven) Zahlen E, für die es ein Element fE dom :Yf, f ~ 0. gibl mit 

,ef = Ef (Eigenelement). 

Diese Zahlen E sind nun v,o,n fundamentaler Bedeutung, sind sie doch die ,.,Ener-
gieniveaus'' der stationären Zustände des Wasserstoffatoms. Springt das Wasser-
sto,ffatom von einem tationären Zustand (mit Energieniveau E1) in einen anderen 
stationären Zustand (mit Energieniv,eau Ei), o kann gemäß ,,futerpretation' 
(Bohrsches Postulat) elektromagneti ehe Strahlung der Fr,equenz 

l l
1 E E 1

1 V - h i 1 - 2: 

absorbi·ert oder emittiert werden. Die Überprüfung i t dann der Vergleich 1nit den 
bekannten Spektrallinien des Wasserstoffatom ,. Die Übereinstimmung ist phanta-
stisch und tief beeindruckend. Als,o ,doch ein „Mlrake.Z''. 
Die innerm,athem.atische Theorie, di,e hi,er zum Zug,e kommt, i t die Spektraltheo-
rie elb tadjun.gierter O·peratoren im Hilbertraum ( wohl ein,e der glanzv,ollsten 
Theorien der Mathematik unseres .Jahrhundert ) .. Üblicherweise werden mathe-
matische Thorien um ihrer s,elbst willen entwickelt, und erst später erkennt man 
gegebenenfalls ihre Nützlichkeit zur Axiomati si,erung phy ikali . eher Theorien. 
Ein Paradebeispiel hierfür ist die Riemannsche Geo · · etrie (in ihrer indefiniten 
Au .·gabe) als mathemati ches Fundament der Allgemeinen RelativitätsTheorie 
(kurz: ART). Im Falle der Spektralthe,ori,e · elbstadjungierter Operatoren im ab-
strakten Hilbertrautn ist die Sachlage etwas anders. Sie ist Ende der zwanziger 
und Anfang der dreißiger Jahre die · es Jahrhund,erts aus der direkten Notwendig-
keit der soliden mathemati chen Ft1ndierun.g d.er Quanten1nechanik entstanden. 
Das gibt es al o a.uch. 
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