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Helmut Schwichtenberg

Beweise und Programme.

Anmerkungen zu Heytings Formalisierung
der intuitionistischen Logik

(Vortrag in der gemeinsamen Sitzung der Geisteswissenschafilichen
und der Mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse am 26. November 1999)

In der Mathematik wurde es schon immer fiir méglich und sinnvoll gehalten,
zwischen Existenzbeweisen zu unterscheiden, die das als existent nachgewiesene
Objekt tatséchlich liefern, und solchen, die dies nicht tun. Als Beispiel betrachten
wir die folgende Aussage.

Es gibt irrationale Zahlen a, b mit o rational.

Einen Beweis erhilt man wie folgt durch Fallunterscheidung.

V2 , L
Fall \/E : ist rational. Man wihle a=\/§ und b:\/z . Dann sind a, b irrational,
und nach Annahme ist ¢’ rational.

V2 , NG )
Fall 2 ’ ist irrational. Man wihle a=+/2 ’ und h=~/2. Dann sind nach An-
nahme g, b irrational, und
N

o =[V2"] = (2] =2

ist rational. O

Solange wir nicht entschieden haben, ob \/Eﬁ nun rational ist oder nicht, wissen
wir nicht, welche Zahlen a, b wir nehmen miissen. Damit haben wir ein Beispiel
eines Existenzbeweises, der es nicht erlaubt, das als existent nachgewiesene Objekt
tatsdchlich anzugeben, Weyl (in [20]; s. auch van Dalen [19]) hat die Notwen-
digkeit einer solchen Unterscheidung wie folgt begriindet:

Ein Existentialsatz — etwa ,,es gibt eine gerade Zahl“ — ist liberhaupt kein
Urteil im eigentlichen Sinne, das einen Sachverhalt behauptet; Existential-
sachverhalte sind eine leere Erfindung der Logiker. ,,2 ist eine gerade Zahl*,
das ist ein wirkliches, einem Sachverhalt Ausdruck gebendes Urteil; ,es gibt
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eine gerade Zahl® ist nur ein aus diesem Urteil gewonnenes Urteilsabstrakt.
Bezeichne ich Erkenntnis als einen wertvollen Schatz, so ist das Urteilsab-
strakt ein Papier, welches das Vorhandensein eines Schatzes anzeigt, ohne
jedoch zu verraten, an welchem Ort. Sein einziger Wert kann darin liegen,
daf} es mich antreibt, nach dem Schatze zu suchen.

Ausgehend von derartigen Uberlegungen hat Brouwer seine intuitionistische
Mathematik und Logik begriindet. Brouwer hat sich jedoch stets gegen eine
Formalisierung der intuitionistischen Logik gewandt, die ihm der von ihm ver-
tretenen Sache nicht dienlich zu sein schien. Dennoch hat sein Schiiler Heyting
eine solche in [9] durchgefiihrt.

In der vorliegenden Note sollen einige der positiven Auswirkungen von Heytings
Arbeit auf weitere Entwicklungen in der mathematischen Logik und ihren An-
wendungen beschrieben werden. Es wird deutlich werden, dal ein Aufbau auch
der klassischen Logik auf den Regeln der intuitionistischen und dariiber hinaus-
gehend der Minimallogik wesentliche Vorteile bietet. Ein Hauptgrund liegt darin,
daB3 Gentzens Kalkiil des natiirlichen SchlieBens [8] fiir die Minimallogik genau
dem A-Kalkiil mit einfachen Typen entspricht (s. etwa [18] fiir eine einfithrende
Darstellung dieser sogenannten Curry-Howard-Korrespondenz). Dies ist die we-
sentliche Grundlage fiir Anwendungen der intuitionistischen Logik in der Infor-
matik, die gegenwiirtig viel Aufmerksamkeit finden (s. etwa Bauer [1]). Einige
derartige Anwendungen werden am Schluf} dieser Note besprochen.

Wir beginnen in Abschnitt 1 mit einer Darstellung von Heytings Formalisierung
der intuitionistischen Logik in einer fiir die anschlieBend zu beschreibenden
Untersuchungen geeigneten Form. Hierbei werden Gentzens Kalkiil des natiirli-
chen SchlieBens [8] fiir die Minimallogik (Johansson [12]) zugrunde gelegt und
die intuitionistische und klassische Logik durch fortschreitende Spezialisierung
gewonnen. Den grundlegenden Vollstindigkeitsbeweis geben wir fiir die Minimal-
logik unter Verwendung von Beth-Strukturen, nach einem (unverdffentlichten)
Ansatz von Harvey Friedman. Daraus lassen sich dann durch recht einfache Spe-
zialisierungen die Vollstindigkeitsbeweise der intuitionistischen (auch bzgl. Beth-
Strukturen) und der klassischen Logik (bzgl. gewthnlicher Strukturen) gewinnen;
die letztere geht auf Berger zurlick, Abschnitt 2 befalit sich mit der Extraktion von
Programmen aus konstruktiven Beweisen. Im abschlieBenden Abschnitt 3 berich-
ten wir kurz iiber neuere Versuche, auch aus klassischen Beweisen Programme
extrahieren zu kdnnen; dies ist in [5] nédher ausgefiihrt. Als Beispiel wird unter
anderem ein einfacher klassischer Beweis des Dicksonschen Lemmas angegeben
und analysiert. Er 148t sich leicht vollstdndig formalisieren und fithrt auf ein sehr
einfaches, unerwartetes funktionales Programm.
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1 Logik

Wir geben eine Formalisierung der Logik in Gentzens Kalkiil des natiirlichen
Schlielens [8] an. In ihr lassen sich die Minimallogik, die intuitionistische und die
klassische Logik darstellen. Die Minimallogik (Johansson [12]) ist die Grundlage
unserer Darstellung. Wir schreiben I'- A fiir ,, "beweist A“, wobei I'={A,,..., 4,}
eine Menge von Annahmen ist. Die intuitionistische Logik (Heyting [9]) ergibt
sich aus der Minimallogik, indem man ein spezielles Aussagensymbol L (lies
Hfalsum®) hinzunimmt. Die Negation wird dann definiert durch —A:=A —1 . Da-
mit L sich von einem gewdhnlichen Aussagensymbol unterscheidet, sind zusétzli-

che Annahmen notwendig: die Ex-Falso-Quodlibet-Formeln
V. L— R%. (Efag)

Die klassische Logik ergibt sich durch eine weitere Verstirkung der Annahmen:
man nimmt das Prinzip des indirekten Beweisens hinzu, also

V5 —RE — R¥ (Staby)

fiir jedes Pridikatensymbol R. Es gilt dann ' A=T+ A=T+, A. Die Umkeh-
rungen sind nicht richtig: zam Beispiel die Peirce-Formel (P — Q) - P) —> P
ist klassisch, aber nicht intuitionistisch herleitbar.

Eine Einbettung der intuitionistischen und der klassischen Logik in die Minimal-
logik ist im wesentlichen von Kolmogorov (in [13]) angegeben worden; Gédel und
Gentzen haben spéter (und unabhiéingig von Kolmogorov) dhnliche Einbettungen
gefunden (s. Definition 1.6).

Eine weitere wichtige Rolle spielt der starke Existenzquantor 3, Er fehlt in der
klassischen Logik; statt seiner wird dort der schwache Existenzquantor 3 verwen-
det, der durch JxA =—Vx—A definiert ist. In diesem Sinn ist die klassische Logik
echt enthalten in der intuitionistischen Logik.

1.1 Herleitungen

Wir wollen jetzt den Begriff einer logischen Herleitung einer Formel A definie-
ren. Dazu verwenden wir ein System des ,natlirlichen Schliefens®, das 1934 von
Gentzen eingefiihrt wurde. Seine besondere Eigenart ist es, daB fiir jede logische
Verkniipfung Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln vorhanden sind.

Zunichst haben wir eine Annahmeregel, die es gestattet, eine beliebige mit einer
Marke u versehene Formel A als Annahme hinzuschreiben:

u:A Annahme
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Fiir die Konjuktion A haben wir eine Einfithrungsregel A* und zwei Beseiti-
gungsregeln A, und A .

D, D D D
A By AAB,. ANB.
AAB A B

Fiir die Implikation — gibt es eine Einfiihrungsregel —* u und eine Beseitigungs-
regel —~, die man auch modus ponens nennt. Die linke Primisse A — B in —~
nennt man Hauptprdmisse, die rechte Primisse A Nebenprimisse. Man beachte,
daB bei Anwendung einer —" u -Regel alle dariiber stehenden mit u markierten
Annahmen A gestrichen werden.

[u: Al

D Dy, D

B + A—>B A _
="'y

A—B B

Fiir den Allquantor V gibt es eine Einfiihrungsregel V'x und eine Beseitigungs-
regel V™, die als rechte Primisse den zu substituierenden Term r hat. Die Regel
V*x unterliegt der folgenden Variablenbedingung: Die Herleitung D der Pri-
misse A darf keine offenen Annahmen enthalten, in denen x frei vorkommt.

D D
—é—\#x VxA t Ve
VxA Alx =1

Wir schreiben F A und nennen A herleitbar (in der Minimallogik ), wenn es eine
Herleitung von A ohne freie Annahmen gibt. Eine Formel B heifit herleitbar aus
den Annahmen Al,.'..,An, wenn es eine Herleitung mit freien Annahmen unter
A,...,A, gibt. Sei T eine (endliche oder unendliche) Menge von Formeln. Wir
schreiben T'HB, wenn die Formel B aus endlich vielen Annahmen
A,...,A T herleitbar ist.

Intuitionistische und klassische Logik

In unserer — AV -Sprache erhalten wir die intuitionistische Logik, indem wir
gewisse zusétzliche Annahmen verwenden, und zwar die sogenannten Ex-Falso-
Quodlibet-Formeln (oder ,,Axiome*) Efqy fiir jedes von L verschiedene Relations-
symbol R

V¥ 1— R¥. (Efqr)
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Ahnlich erhilt man die klassische Logik: wir nehmen fiir jedes von L verschiedene
Relationssymbol R das Prinzip des indirekten Beweisens fiir R als zusitzliche
Annahme hinzu, also die Formel

VF——R% = R¥ (Stabg)

Diese Formel bezeichnet man auch als Stabilitdt von R.
Man beachte, dal mit L fiir R beide Formeln trivialerweise herleitbar sind; zum
Beispiel fiir die Stabilitét haben wir —— L—1=((—1)—L1)—.L. Die gesuchte
Herleitung ist
vi(lsl)—>Ll Lol H
L

Sei

Efq = {Efgg |R Relationssymbol =1 };
Stab := {Staby | R Relationssymbol =L }.

Wir nennen die Formel A klassisch (intuitionistisch) herleitbar und schreiben
. A(+ A), wenn es eine Herleitung von A aus Stabilititsannahmen Staby (Ex-
Falso-Quodlibet Annahmen Efqg) gibt. Ebenso definieren wir klassische (intuitio-
nistische) Herleitbarkeit aus I" und schreiben I', AT A), also

'k A TUEfqF A,

'k A= I'UStabk A

Lemma 1.1 (Ex-falso-quodlibet). Fiir jede Formel A gilt - 1 — A,

Beweis: Durch Induktion iiber A konstruieren wir fiir jede Formel A eine Herlei-
tung D, von L— A

Fall RY. Mit Efqp.

Fall ANB.
DA DB
1—A u:l L1—B u:l
A B
ANAB +

1 AANB
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Fall A —B.

DB
1l—B wu:l
B
A—B +
1>AB "

Fall vxA.

DA
1—A u:lL
A
VxA .
T O

Lemma 1.2 (Stabilitdt). Fiir jede Formel A (unserer — AY -Sprache) gilt
’_(: —|ﬂA — A .

Beweis: Induktion liber A. In den konstruierten Herleitungen lassen wir der
Kiirze halber Anwendungen von —* am SchluB fort. Fall Rf. Mit Stabg. Fall
AAB. Mit F(—=—-A— A)— (-—~B— B) — —~(AAB)— AAB, was leicht aus
F==(AA B) <> (-—AA——B) folgt (was man leicht als Ubung verifizieren kann).
Fall A— B.Mit -(—=—B — B )}— ——(A — B)— A — B. Eine Herleitung ist

u,A—B w: A

u B B
—‘L +
v:=—(A - B) (A B ®
L +
u:——-B—AhB ﬁ_) "

B

Fall VxA. Offenbar genligt es zu zeigen, dafl +- (——4 — A) — ——VxA — A. Bine
Herleitung ist

u, VxA x
u A A
L,
vi-vxA —VxA

+
—_— —
I,L:—|—|A—>A ﬁﬂA ul
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Lemmal3 I'FA=THAudI'k A=TH A.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB -, Efqz. Dies sieht man wie folgt; R sei etwa
einstellig.
Vi~ Rx—Rx x wu:l |
——Rx — Rx “=Rx
Rx Ly
1 — Rx

—_—
Vx. L— va O

-, oRx
v

Die Umkehrungen gelten jedoch nicht; Gegenbeispiele sind:

¥l—P, aber FL— P,
K(P—Q—P)—P,  aber b (P—0)— P)— P

t~L— P folgt aus Lemma 1.1, und die Peirce-Formel ((P — Q)— P) — P ldBt
sich leicht klassisch herleiten. Die negativen Aussagen erfordern ein genaueres
Studium der Herleitbarkeit. Wir werden in Abschnitt 1.3 einen Beweis geben.
Wir nennen zwei Formeln A und B dquivalent in der Minimallogik bzw. in der
klassischen oder intuitionistischen Logik, wenn - A« B bzw. -, A< B oder
F A« B

Lemma 1.4 (Aquivalenzlemma). Fiir &, € (-5, gilt folgendes. Ist -, A < A,

und entsteht B, aus By durch Ersetzen eines Teils A| von By durch A,, so gilt auch
'_mic Bl A B2 .

Beweis: Induktion liber B,.

Einbettung der intuitionistischen und klassischen Logik in die Minimallogik

Nachdem wir die klassische und die intuitionistische Logik definiert haben, wollen
wir jetzt zeigen, daf} beide Logiken in die Minimallogik eingebettet werden kon-
nen. Dies mag verwunderlich erscheinen; es folgt wesentlich aus der Tatsache,
daB wir uns auf eine Sprache beschriinkt haben, die nur die Verkniipfungen
{—,A,V }enthélt.

Eine Formel A (unserer — AV -Sprache) heiBit negativ , wenn jede atomare Formel
=1 in A negiert vorkommit, d. h. in einem Kontext Rf — 1 .

Lemma 1.5 Fiir negative A gilt F—-—-A — A.

Beweis: Dies beweist man wie das Stabilitdtslemma 1.2 durch Induktion iiber A,
wobei man anstelle der Stabilititsannahmen verwendet - —~——Rf — —Rf .
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Definition 1.6 (Negative Ubersetzung ¢ nach Gédel-Gentzen).

Ri* = ——R{ fiir R =1,
1e=1,
(AAB)Y = A* AB?,
(A— Bt := AT — B,
(WxA)® = VxAE.

Satz 1.7 Fiir alle Formeln A gilt
L b A A,
2. 'k, A genau dann, wenn 1'* - A% wobei T* .= {B*|B €T},

Beweis: Der erste Teil folgt sofort aus dem Aquivalenzlemma 1.4, Fiir den zweiten
Teil ist die Richtung von rechts nach links klar. Fiir die andere Richtung argu-
mentieren wir durch Induktion nach der klassischen Herleitung. Fiir eine Stabili-
titsannahme ——R7 — R gilt (——Rf — Rf)¥ = —~———Rf — ——Rf, und dies ist
leicht herleitbar. Fall —* . Gelte

[ A
D
B Lty
A— B
Dann haben wir nach TH
u: A8 [M : Ag]
8
D? also D,
g B& +
B " " — u
At — B¢

Fall —~. Gelte

DO Dl
A— B A
B
Dann haben wir nach TH
Ds D Df (2§
L ! also A% — B A®
A&’ s Bé Aé’ —_Bg—_

Die restlichen Féille behandelt man dhnlich. O
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Korollar 1.8 (Einbettung der klassischen Logik in die Minimallogik). Fiir nega-
tive A gilt -, A genau dann, wenn - A.

Beweis: Nach dem Satz gilt F, A genau dann, wenn - A% . Da A negativ ist, muf}
jedes Atom =1 in A negiert vorkommen, ist also in A® dreifach negiert (als
———R? ). Die Behauptung folgt aus b ———Rf < —R7 .

Da jede Formel klassisch dquivalent zu einer negativen Formel ist, haben wir damit
eine Einbettung der klassischen in die Minimallogik erreicht.

Man beachte, da} ¥ ——P — P (wie wir in Abschnitt 1.3 zeigen werden). Das
Korollar gilt also nicht fiir alle Formeln A.

Starke Disjunktion und Existenz

Wenn man fiir Zwecke der Programmextraktion einen Existenzbeweis filhren will,
so ist es vorteilhaft, neben dem bisher behandelten schwachen oder klassischen
Existenzquantor 3 (der durch —v— definiert war) auch noch einen starken oder
konstruktiven Existenzquantor 3*zuzulassen. Man kann dann in den Fillen, in
welchen ein Existenzbeweis tatsdchlich konstruktiv durch Angabe eines Beispiels
gefiihrt wurde, dies auch in der Formelsprache angemessen ausdriicken.
Entsprechend konnte man neben der bisher behandelten schwachen oder klassi-
schen Disjunktion V (die durch - A— definiert war) auch noch eine starke oder
konstruktive Disjunktion V* zulassen. In Anwesenheit des Grundtyps ¢ der natiir-
lichen Zahlen ist dies jedoch entbehrlich: Wir definieren

AV'B=TFnn=0— AN(n=0— B).

Wir wollen kurz diskutieren, welchen Effekt die Hinzunahme von V*, 3* auf un-
sere bisherigen Untersuchungen hat. Die Regeln der Minimallogik kénnen wir
beibehalten und die starke Disjunktion sowie den starken Existenzquantor durch
die Generalisierung der folgenden Formeln axiomatisieren.

A—AV'B, B— AV'B.
AV'B—-(A—-C)— (B—C)—C.

A — TxA.

%A — (Vx.A— B)— B, falls x¢ FV(B).

Diese Axiomenschemata bezeichnen wir durch vi*, Vvi™, v, 3" und 3. Fiir
Formeln A in der durch V' und 3" erweiterten Sprache schreiben wir ~ A und
nennen A herleitbar (in der Minimallogik ), wenn es eine Herleitung von A aus
diesen Axiomenschemata gibt.
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Lemma 1.9 (Ex-falso-quodlibet). Fiir jede Formel A in der Sprache mit den Ver-
kniipfungen —,A,v",V und 3* gilt

El—A.

Beweis: Wir miissen nur die Fille AV* B und I'xA zusétzlich behandeln, was
aber trivial ist. O

Die Einbettung der intuitionistischen Logik 148t sich also wie bisher durchfiihren.

1.2 Modelle

Es ist eine offensichtliche Frage, ob unsere logischen Regeln ausreichen, d. h., ob
wir notwendige Regeln vergessen haben. Um diese Frage beantworten zu kénnen,
miissen wir die Bedeutung einer Formel kennen, d. h., wir miissen eine Semantik
angegeben haben. Dazu definiert man wie iiblich den Begriff einer Struktur (ge-
naver £ -Struktur, wobei £ die zugrundeliegende Sprache ist) und erkldrt dann,
was der Wert eines Terms und die Bedeutung einer Formel in einer solchen Struk-
tur sein sollen. Man zeigt dann leicht den Korrektheitssatz: er sagt aus, daf jede in
der klassischen Logik herleitbare Formel in einer beliebigen Struktur giiltig ist.
Wir betrachten hier den Strukturbegriff von Beth, der zur Minimallogik und zur
intuitionistischen Logik pafit, und zeigen einen Korrektheitssatz fiir beide Logiken.
Im néchsten Anschnitt beweisen wir dann die Vollstédndigkeit unserer Regeln be-
ziiglich dieses Strukturbegriffs, und als Folgerung erhalten wir im {ibernéchsten
Abschnitt die Vollstandigkeit der klassischen Logik bezogen auf den iiblichen
Strukturbegriff.

Beth-Strukturen

Ein zur Minimallogik und zur intuitionistischen Logik passender Strukturbegriff
wurde zuerst von Beth [6] konzipiert; er basiert auf einer Vorstellung von ,,sich
entwickelnden moglichen Welten®, die durch Knoten k eines endlich verzweigten
Baums indiziert sind. Kenntnisse kénnen sich nur vergroBern, d. h., gilt R7 in einer
Welt k, so gilt R auch in allen kiinftigen moglichen Welten.

Jede Beth-Struktur basiert also auf einem endlich verzweigten Baum 7. Wir fiihren
zunéchst die hierbei notwendigen Begriffe ein. Ein Knoten tiber einer nichtleeren
Menge S ist eine endliche Folge k ={(a,,q,,...,4,_;) von Elementen a, €S ; n ist
die Léinge h(k) von k. Wir schreiben k <%’ wenn k ein Anfangsstiick von k' ist.
Ein Baum iiber § ist eine Menge von Knoten (liber ), die gegen Bildung von An-
fangsstticken abgeschlossen ist. Ein Baum T ist endlich verzweigt, wenn jedes k € T
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héchstens endlich viele unmittelbare Nachfolger in T hat. Ein Baum T ist unbe-
schrénkt , wenn es fiir jedes n € Neinen Knoten k € T gibt so daB Ih(k) =n . Ein
Ast in einem Baum T ist ein linear geordneter (durch <) Teilbaum von T. Ein
Blatt in T ist ein Knoten k in T ohne echte Fortsetzungen in T.

Fiir den Volistindigkeitssatz wird es genligen, Beth-Strukturen tiber dem vollen
bindren Baum zu betrachten, d. h. der Menge 7y, aller endlichen 0-1-Folgen (Kno-
ten) k. Die leere Folge wird mit () bezeichnet, und k0, k1 bezeichnen Erweiterun-
gen der Folge k durch O oder 1.

Definition 1.10 Sei (7, =) ein endlich verzweigter Baum. B= (M, I, I,) ist eine
L -Beth-Struktur iber T, wenn (M, 1) eine £ -Prastruktur ist (d. h. M eine nicht-
leere Menge und [, eine Abbildung, die jedem n-stelligen Funktionssymbol f von
L eine Funktion I(f):D"— D zuordnet) und I; jedem n-stelligen Relations-
symbol R von £ und jedem Knoten k €T eine n-stellige Relation I, (R,k)CM"
zuordnet, so da Monotonie gilt, das heifit

k=<K= I(Rk)CI(RK).

Ist n=0, so ist [,(R,k) wahr oder falsch und die Monotonie sagt aus, daf fiir
k<k'aus I,(R,k) stets I,(R,k") folgt.

Von I1,(L,k) wird also nichts verlangt; das Falsum spielt in der Minimallogik die
Rolle eines gewohnlichen Aussagensymbols.

18] fiir eine Belegung 7 wird wie bei klassischen Modellen erkldrt. An die Stelle
der Modellbezichung Mk Aln] tritt bei Beth-Strukturen jedoch die Erzwingungs-
beziehung . Fiir deren Definition ist es bequem, den zugrundeliegenden Baum T
zunichst zu vervollstindigen zu einem Baum T ohne Blitter, indem wir zu jedem
Blatt k € T alle Fortsetzungen k0O, k00, k000, ... zu T hinzunehmen. Fiir jeden
hinzugekommenen Knoten £0...0 setzen wir I,(R,k0...0):=I,(R, k).

Definition 1.11 B,k I A[n] (Berzwingt A im Knoten £ fiir die Belegung 7)) wird
induktiv wie folgt definiert. Wir schreiben k I A[n]wenn die unterliegende Struk-
tur Bklar ist, und Vk' >, k Afiir V&' = kIh(k")=Ilh(k)+n— A.

k- R(ty,...,1,)[n] = Ik =, kG nl,.... 1) [0]) € [ (R,K').
ki R[n] = 3nVk' =, k [(R,k")=1 fiir Rnullstellig.
k- (AV* B)[n] < 3nvk' =, kk' |- Aln] oder &' IF B[n].

—N

kIF (T xA)[n] & InVk' =, k3a €|B|k' Ik A[n].
kI (A— B)ln] & VK =, kk'I- Alnl=> &' IF B[n].
k- (AA B[] & k I Aln] und & - Blx].

kI (VxA)[n] = Vae|Blk I Aln‘l.
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In den Klauseln fiir Atome, Disjunktionen und Existenzformeln beziehen wir uns
also auf eine ,,Schranke® (,,bar*’) in 7. Fiir Atome wiire dies nicht nétig; es ist je-
doch bequem fiir die Konstruktion von Beth-Strukturen.

Aus der Definition ergibt sich leicht, daB die Monotonie sich auf Formeln iiber-
trigt, d. h., daB aus k- A[n] stets k'I- A[n] folgt fiir £ <k'. Auch die Umkeh-
rung ist richtig:

Lemma 1.12 (Uberdeckungseigenschaft).
k' =, kE'IF Aln]=> kIF Aln].

Beweis: Induktion iiber A. Wir schreiben k I- A fiir & |- A[n].
Fall Rt . Gelte

InVk'=, kk'ERE,
also nach Definition
InVE =, k3ImY k' =, kTP Inle L(R,k").
Da T ein endlich verzweigter Baum ist, haben wir

ImV k', kiP[n]e L (R,k"),

—m

also k E Rt

Die Fiille AV* B und 3*xA behandelt man dhnlich.

Fall A— B. Gelte k'= A — B fiir alle k' =k mit Ih(k") =Ih(k) +n. Wir miissen
zeigen

VirklFA=1I-B.

Gelte also [ =kund /I A. Zu zeigen ist /|- B. Wir verwenden die IH fiir B mit
m = max(h(k)+n,Ih()). Gelte also ' =1 und Ih(I"y=m. Es geniigt zu zeigen
I'lF B . Ist Ih(l") =1h(l), so gilt I'=1{ und wir sind fertig. Ist Ih(I"y =1h(k) +n>1h(l),
soist I' eine Erweiterung von [ und auch von k mit Lange th(k)+#, und wir ha-
ben I' I+ A — B nach Annahme. Ferner gilt!'I- A, da I'>1 und /|- A. Dies wie-
derum impliziert ' |- B.

Die Fille AABund VxA sind klar. O

Das Koinzidenzlemma und das Substitutionslemma gelten wie erwartet auch fiir
Beth-Strukturen.

Lemma 1.13 (Koinzidenzlemma). Sei B eine Beth-Struktur, t ein Term, A eine
Formel und n,& Belegungen in |13].
1. Gilt n(x) = &(x) fiir alle x € vars(zt), soist n(#) = &(1).
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2. Gilt n(x) = &(x) fiir alle x € FV(A), so folgt B,k I A[n]l < B,k - A[£].

Beweis: Induktion iliber Terme und Formeln. [

Lemma 1.14 (Substitutionslemma). Sei B eine Beth-Struktur, t,r Terme, A eine
Formel und n eine Belegung in |B|. Dann gilt

L nlx=t)=n/"(r).

2. B,klF Alx=1llnl< B,k - Aln"].

Beweis: Induktion liber Terme und Formeln. ]

Hieraus erhalten wir wie iiblich den Korrektheitssatz.

Satz 1.15 (Korrektheit). Sei I'U{A} eine Formelmenge und es gelte ' A. Ist
dann B eine Beth-Struktur, k ein Knoten und 1 eine Belegung in |B|, so folgt aus
B,k I T[n] stets B,k IF Al].

Beweis: Induktion iiber Herleitungen. O

Gegenmodelle

Mit Hilfe des Korrektheitssatzes ist es einfach, Gegenmodelle zu finden, aus denen
sich die Nicht-Herleitbarkeit in der Minimallogik bzw. in der intuitionistischen
Logik ergibt. Unter einer Beth-Struktur fiir die intuitionistische Logik verstehen
wir eine Beth-Struktur B =(M,I,,1,), in der L nicht erzwungen wird, das heifit
I,(L,k)=0 fir alle k. In Beth-Strukturen fiir die intuitionistische Logik haben
wir deshalb

kl--A < VK —-kk' A
klF——A & VE' =k k' F-A
& Vi - k3K =k k" IF A
Als Beispiel zeigen wir ¥, -——P — P. Um eine Beth-Struktur zu beschreiben,
stellen wir den zugrundeliegenden Baum durch ein Diagramm dar, wo wir neben

jeden Knoten die Aussagensymbole schreiben, die in diesem Knoten erzwungen
werden. Man betrachte die durch das folgende Diagramm gegebene Beth-Struktur.

P
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Offenbar haben wir

QOKP,
O - =P,

Also gilt () ¥ =—P — P und deshalb ¥ -—P — P . Da offenbar I-Efq, fiir jedes
R gilt, haben wir auch ¥, -—P — P . Das Modell zeigt ebenfalls die Nicht-Her-
leitbarkeit der Peirce-Formel (P — Q) — P) — P in der intuitionistischen Logik.

1.3 Vollstindigkeit der Minimallogik und der intuitionistischen Logik
Wir zeigen jetzt die Umkehrung des Korrektheitssatzes.

Satz 1.16 (Vollstindigkeit). Sei I'U{A}eine Formelmenge. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

1. THA.

2. U'IF A, das heifit fiir alle Beth-Strukturen B, Knoten k und Belegungen n

B.kI-Tn]= B,k Aln]

Beweis: Fine Richtung ist der Korrektheitssatz. Fiir die andere Richtung verwenden
wir einen Ansatz von Harvey Friedman und konstruieren eine Beth-Struktur B
(iiber der Menge Ty; aller endlichen 0-1-Folgen k geordnet durch die Anfangsstiick-
Relation & < k') mit der Eigenschaft, daB I'- B dquivalent ist zu 5,{) I~ B[id].
Zur Definition von B gehen wir aus von einer Aufzdhlung A), A, 4,... aller £-
Formeln, in der jede Formel unendlich oft vorkommen mége; wir fixieren auch
eine Aufzihlung x,,x,,... aller Variablen. Sei I'=U,I', mit endlichen Mengen
[, sodaB I', CT,,,. Jedem Knoten k €T, ordnen wir eine endliche Menge A,
von Formeln zu, durch Induktion iiber die Linge von k.

Sei A, :=#. Nehmen wir jetzt an, daf} fiir einen Knoten k mit |h(k) =n die
Menge A, schon definiert ist. A B bedeute, daf3 es eine Herleitung von B aus
A gibt mit Linge (:= Gesamtzahl der Symbole) <n. Wir definieren A, und
A,, wie folgt.

Fall1. T',,A, ¥, A,. Dann sei

A=A, und A=A, U{4A,}.

Fall2. T A, F, A, =A'V" A" . Dann sei

n? n

A=A, U{A,A') und A=A, U{A,A"}.

Fall3.T,,A, F, A, =3x4,’. Dann sei
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D=0, =0 U{A,A[x=x]}

A
mit A, weder Disjunktion noch Existenzformel. Dann sei

mit x; die erste Variable ¢ FV(T',, 4,,
Fall4. T,,A, |k, A

n? n?

D=0, =4, U{A,}
Offenbar impliziert k <k’ stets A, C A,.. Man beachte zunchst, daf3
Vk'>=, kI'A, - B=T,A |- B. ¢))

Um dies zu sehen, geniigt es zu zeigen
LA, FBund IA, FB=T,A, -B.

Dies ist klar in den Fillen 1 und 4, und fiir die Flle 2 und 3 folgt es leicht aus
den Schemata V'~ und 3" (vgl. Abschnitt 1.1).
Wir zeigen jetzt

I',A, b B=3nVk's-, k Be A, )

Um dies einzusehen, wihle man ein n=Ih(k) mit B=A, und I',,A, I, A,. Fr
alle k' >k mit Ih(k)=n+1 gilt dann A, e A, (vgl. die Fille 2-4).

Mit Hilfe der Mengen A, kdnnen wir jetzt eine £ -Beth-Struktur 3 definieren als
(Ter,,1,,1,) mit den kanonischen I,(f)7 == f7 und

fel[(Rk) &= RicA,.
Offenbar ist t5[id]=¢ fiir alle £-Terme ¢.
Wir zeigen schlieBlich, daf3
I A, B & B, kI Bid], 3)

und zwar durch Induktion tiber die logische Komplexitit von B. Fiir 3,k I- B[id]

schreiben wir k- B.
Fall Rt . Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

T,A, - RF

InvVk' =, k Ri € A, nach (2) und (1)

InVik'=, kTe (R nach Definition von B

kI Rf nach Definition von I+, da ¢*[id]=t¢.

Fall BV' C. = . Gelte I',A, F BV" C . Man wihle ein n2lh(k)mit T',,A, I, 4, =
Bv* C. Fiir alle k' = k mit Ih(k") =n gilt dann

Ao =A,U{BV"C,B} und A, =A,U{BV"C,C},
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also nach IH
k'01F B und k'11-C.
Nach Definition impliziert dies k- BV* C. <.

kiFBV' C

InvVk' >, kk'I- B oder k't-C

InVk' >, kI',A, I Boder I'|A, FC nach IH
dnVk' =, kT, A, FBV' C

A FBV'C nach (1).

Der Fall BACist klar.
Fall B— C. = .Gelte I'A, B — C. Wir miissen zeigen k I- B — C, das heifit

Vk' - kk'l-B=k'I-C.

Sei also k'~ kund gelte k'l B. Nach IH haben wir I',A, F B, also I'A, - C
nach Annahme. Wieder die IH liefert &'IF C.

<. Gelte kIFB—C, d.h. Vk'=kk'IFB=Fk'IFC. Wir miissen zeigen I',A, -
B — C. Dafiir wollen wir (1) verwenden. Man wihle ein n2lh(k) mit B=A4,.
Sei k' =, k beliebig, wobei m:=n—lh(k). Wir miissen zeigen I',A,. - B — C.

Im Fall T',A, F, A, haben wir k'l Bnach IH, also k'l Cnach Annahme, also
I',A, = C wieder nach IH und deshalb I"A, =B — C.

Im Fall I',A,. ¥, A haben wir nach Definition A,, = A, U{B}. Dies liefert I', A,
kB, also k'llF Bnach IH, also k'lIF Cnach Annahme, also I',A,, - C wieder
nach IH. Wegen A,, = A, U{B]} folgt I'A, FB—C.

Fall VxB . Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

I'A, FVxB

VieTer,I,A, - Blx:=t]

vteTer, kI Blx:=1{] nach IH

vt € Ter, k|- Blid'] nach dem Substitutionslemma, da *[id] =1,
k- VxB nach Definition von I+

Fall I*'xB. Dies ist dhnlich zum Fall v*. Im einzelnen verlduft der Beweis wie
folgt. = . Gelte I',A, - 3"xB. Man wihle n2lh(k) mit I',,A, k- A, =3"xB. Fiir
alle k' >k mit Ih(k") =n gilt dann

Apo = Ay = A, U(F'xB, Blx:= x,])

n’

mit x; nicht frei in A, U{Z*xB}, also nach IH
k'0l- Blx:=x,] und k'l B[x = x,].

Nach Definition impliziert dies kI 3*xB. «.
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kI-d"xB
AnVk' =, k3t € Ter, k'Ii- Bid.]

Invk' -, kIre Ter, k'IF Blx =]

InVk' =, kFte Ter, T, A, - Blx:=t] nach TH
dnvk' =, kT,A, F3'xB

I'N'A, -3xB nach (1).
Jetzt konnen wir den Beweis des Vollstindigkeitssatzes abschlieBen. Nach (3)
haben wir B,{)IF I'Tid]. Nach Annahme impliziert dies 5,{) I- A[id], also T+ A
wieder nach (3). 1
Als ein unmittelbares Korollar erhalten wir den Vollstindigkeitssatz fiir die in-
tuitionistische Logik.

Korollar 1.17 Sei TU{A} eine Formelmenge. Die folgenden Aussagen sind

dquivalent.
1. THA.
2. T,Efql- A, d. h. fiir alle Beth-Strukturen B fiir die intuitionistische Logik,

Knoten k und Belegungen 1
B,k I-Tnl= B,k - A[n]. a

1.4 Vollstindigkeit der klassischen Logik

Wir geben jetzt einen Beweis der Vollstindigkeit der klassischen Logik, und
zwar unter Zuhilfenahme der Vollstindigkeit der Minimallogik.
Zur Vereinfachung zeigen wir zunéichst, daB man auf A verzichten kann.

Lemma 1.18 (Elimination von A). Fiir jede Formel A in der auf {—,A,V} auf-
gebauten Sprache findet man Formeln 4,,..., A, ohne A sodaB A« Al A.

Beweis. Induktion tiber A. O

Satz 1.19 (Volistiandigkeit). Sei T'U{A} eine Menge von Formeln (in unserer ab-
zdhlbaren Sprache L ). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1.TH A.

2. TEA, d h. fiir alle Strukturen M und Belegungen 1 gilt

METn]= ME Anl.

Beweis: Eine Richtung ist der Korrektheitssatz. Fiir die andere Richtung verwen-
den wir den Vollstandigkeitssatz fiir die Minimallogik.
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Offenbar gentigt es, Formeln ohne V*, 3° zu betrachten und (nach Lemma 1.18)
auch ohne A.

Gelte I'¥4, A, d. h. T,Stab ¥ A. Nach dem Vollstindigkeitssatz fiir die Minimal-
logik haben wir eine abzihlbare Beth-Struktur B = (Ter,,1,,1,) iiber dem vollen
bindren Baum 7, und einen Knoten ly mit [, I I',Stab und I, ¥ A (wir schreiben
k- B flir B,k I+ Blid)).

Ein Knoten k hei3e konsistent, wenn k ¥.L und stabil, wenn k|- Stab. Sei k ein
stabiler Knoten und B eine Formel (ohne V*, I'). Wir haben die Stabilitit
Stabt ——B — B nach Lemma 1.2, also kI+—--B — B, also

k¥B <& kWK¥F--B
& 3k’ = kk' konsistent und k' I —B, 4)

Sei o ein Ast im zugrundeliegenden Baum Tj;. Wir definieren

alFA &  3keakl-A,
o ist konsistent & o KL,
o iststabil & dk eok - Stab.

Man beachte
Aus o IF A und -4 — B folgt al- B. (5)

Um dies zu sehen, nehmen wir ¢ |- A an. Dann gilt & I Afiir eink € ¢, da o linear
geordnet ist. Wegen + A — B liefert der Korrektheitssatz k- B, d. h. « |- B.

Ein Ast o heifit generisch (in dem Sinn, daf er ein klassisches Modell erzeugt),
wenn er konsistent und stabil ist, fiir alle Formeln B gilt

oI+ B oder al--B, (6)
und fiir alle Formeln VyB (wobei y nicht leer ist) mit B keine Allformel
Vs eTer, alF B[y :=5]= |- V3B (N

SchlieBlich definieren wir fiir einen Ast o eine klassische Struktur M* = (Ter,,
I,,17) durch

IF(R):=|J (R k) fiir R=1.

kea

Wir zeigen, daf fiir jeden generischen Ast o und jede Formel B in der auf {—,V}
aufbauenden Sprache gilt

ol-Be MYEB. (8)

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die logische Komplexitiit von B.
Fall Ri, R =1 .Dann gilt die Behauptung fiir alle ¢.
Fall 1 . Esgilt o WL fiir konsistentes o .
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Fall B— C. =. Gelte ol B— C und M® F B. Wir miissen zeigen M* EC.
Nun ist ¢lF Bnach TH, also al- C, also M* EC wieder nach TH. <. Gelte
MPEB—C. Gilt M*EB, soist M*EC, also alFCnach IH und deshalb
ol B— C. Gilt M* ¥ B, so ist oo ¥ Bnach IH, also « i —Bnach (6) und des-
halb ot IF B — C, da o stabil ist (und + (-—=C — C) — L— C).

Fall V3B (wobei 3 nicht leer ist) mit B keine Allformel. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

o l-Y3B
Vs € Ter, o IF B[3:= §] nach (7)
Vs € Ter, M® E B[y:=5] nach IH
M* EVyB.
Wir zeigen schlieBlich, da3 es fiir jeden konsistenten stabilen Knoten k einen ge-
nerischen Ast gibt, der k enthiilt. Zum Beweis sei Ay, 4,,... eine Aufzihlung aller
Formeln, Wir definieren induktiv eine Folge k =k, <k, <k,... von konsistenten
stabilen Knoten. Sei k, = k. Nehmen wir jetzt an, daB %, bereits konstruiert ist.
Wir schreiben A, in der Form VyB (wobei y leer sein kann) mit B keine All-
formel. Im Fall k, I- V9B sei k,,, = k,. Andernfalls gilt k, }¥ B[y := 3] fiirein §,
und nach (4) gibt es einen konsistenten Knoten &'k, mit k'!-—B[y:=75]. Sei
k,., = k'.Wegen k, <k, ist auch k., stabil.
Sei ov:={l13nl=<k,}, also k €. Wir zeigen, da} o generisch ist. Offenbar ist
o konsistent und stabil. Die Aussagen (6) und (7) konnen simultan bewiesen
werden. Sei C = VyB mit B keine Allformel, und man wihle #» mit C = A,. Im Fall
k, |- VyB ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt k, }* B[y = 3]fiir ein ¥, und nach
Konstruktion k,,, IF —B[y = 5]. Fiir (6) erhalten wir k,, I--~VyB (da - VyB —
B[9:=5]), und (7) ergibt sich aus der Konsistenz von «.
Wir konnen jetzt den Beweis des Vollsténdigkeitssatzes abschliefen. Da [, ¥ A
und [, stabil ist, liefert (4) einen konsistenten Knoten k >/, mit k|- A, Offen-
bar ist auch k stabil. Nach dem, was wir eben bewiesen haben, gibt es einen generi-
schen Ast o mit k€ a. Wegen k- -Ahaben wir o I-—-A, also M* E .4 nach
(8). Ferner gilt o I-T", also M® ET wieder nach (8). Also T A. |
Der Vollstindigkeitssatz hat viele wichtige Korollare; wir erwéhnen nur einige
davon. Eine Menge T" von L -Formeln heifle konsistent, wenn T ¥ 1 und erfiill-
bar, wenn es eine L-Struktur M und eine Belegung n in |M| gibt mit
ME B[n] fiiralle BeT.

Korollar 1.20 Sei T eine Menge von L -Formeln.

1. Wenn T konsistent ist, so ist I auch erfiillbar.

2. (Kompakiheitssatz). Wenn jede endliche Teilmenge von T erfiillbar ist, so auch
I
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Beweis: 1. Aus T' /4 | erhélt man T" 1 nach dem Vollstindigkeitssatz, und dies
impliziert die Erfiillbarkeit von T.

2. Andernfalls gilt I"t=L, also I'l- 1. nach dem Vollstindigkeitssatz, also auch
I'y kL fiir eine endliche Teilmenge I'y CT", also I'y L im Widerspruch zu un-
serer Annahme, daf3 T, ein Modell besitzt. O

Korollar 1.21 (Lowenheim, Skolem). Sei T' eine Menge von L -Formeln (wir hat-
ten angenommen, dafs L abzdhlbar ist). Ist T erfiillbar, so ist T auch erfiillbar
durch eine L -Struktur mit abzdhlbarer Triigermenge.

Beweis: Wir verwenden den Beweis des Vollstindigkeitssatzes mit A=1. Er
liefert entweder I'F_ L oder aber ein Modell von I"'U{~ 1}, dessen Trédgermenge
die abzihlbare Menge Ter, ist. I'F-, L. kann jedoch aufgrund der Annahme nicht
gelten. O

2 Programme aus konstruktiven Beweisen

Bekanntlich ist es aus prinzipiellen Griinden unentscheidbar, ob ein Programm
seine Spezifikation erfiillt. Im Gegensatz dazu kann ein formaler Beweis auch
praktisch leicht auf seine Korrektheit iiberpriift werden. Man kann soweit gehen,
einen Beweis als ein ,,Programm mit hinreichend vielen Kommentaren* anzusehen.
Genauer gilt, da aus einem vollstdndig formalisierten Beweis ein Programm ex-
trahierbar ist, das jedenfalls keine Denkfehler oder vergessenen Falle mehr enthilt.
Man kann hoffen, da sich die mathematische Beweiskultur so zum Organisieren
komplexer Strukturen verwenden 14Bt, daf sich anschliefend durch Programm-
extraktion niitzliche und auch praktisch verwertbare Programme aus entsprechen-
den Beweisen gewinnen lassen. Als Beispiele kommen etwa Steuerprogramme
im Anlagenbau oder in der Telekommunikation in Frage. Erste Ansitze dazu gibt
es bereits, jedoch ist das Gebiet erst am Anfang seiner Entwicklung. Finige Ein-
winde gegen eine derartige Vision sollen kurz besprochen werden.

1. Eine Algorithmus-Idee ist schon vor einem konstruktiven Beweis vorhanden.
2. Die Komplexitit des extrahierten Programms schlieft seine praktische An-

wendung aus.
3. Klassische Beweise sind nach wie vor der Standard; inwieweit sind auch sie
zur Programmextraktion verwendbar?

Hierauf kann man etwa folgendes erwidern:

1. Die Gewinnung eines Programms aus einem konstruktiven Beweis hat den Vor-
teil, da} die Anpassung des Programms an veréinderte oder spezialisierte Aus-
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gangssituationen und auch allgemeiner die Wartung des Programms leichter
moglich sind; insbesondere die Wartung macht heutzutage einen betrichtlichen
Teil der Kosten aus.

2. Neuere Studien konzentrieren sich darauf, Beweissysteme mit geeignet einge-
schrinkten Termsystemen und damit (via der sogenannten Curry-Howard Kor-
respondenz) Beweissysteme zu konstruieren, fiir die die extrahierten Programme
in polynomialer Zeit ihr Ergebnis liefern. Hier sind in erster Linie zu nennen die
Arbeiten von Leivant [16, 15,] und Hofmann [11] sowie auch {10] und [2].

3. Dieser Punkt soll im néichsten Abschnitt besprochen werden.

3 Programme aus klassischen Beweisen

Es ist seit langem bekannt, dal man zu jedem Beweis von Vx3yA(x, y) mit A(x,y)
quantorenfrei einen Beweis von Vx3"yA(x, y) konstruieren kann, also der entspre-
chenden Existenzaussage mit dem starken Existenzquantor. Eine Methode zum
Beweis ist die sogenannte Friedmansche A-Ubersetzung aus [7], die spéter von
Leivant [14] verfeinert und erweitert wurde. Aus einem Beweis von Vx3"yA(x, y)
kann man dann ein Programm zur Berechnung eines y in Abhéngigkeit von x extra-
hieren (Realisierbarkeit). Als Beispiel betrachten wir folgendes Problem. Gegeben
seien Zahlenfolgen f,g:N — N. Gesucht sind Indizes i< j so, daB f(i) < f())
und g(@) < g(j)gelten, also beide Folgen gleichzeitig aufsteigen. Seien etwa

f:12143218765432116...
g:43322221111111160...

oder allgemein

teeth(2" +i)=2"—i (@<2")
slow,(2"+i)=b—n (i<2")

Einen Beweis der Existenz solcher Indizes 7, j kann man mit dem Minimumprinzip,
also klassisch fithren. Er liefert kein Berechnungsverfahren, da das Minimum einer
unentscheidbaren Menge gebildet wird. Fiir ein dhnliches Beispiel hat Murthy [17]
eine Programmextraktion mit Hilfe von Friedmans A-Ubersetzung durchgefiihrt.
Allerdings war das extrahierte Programm mehrere Megabyte groB3; offenbar sind
also Verfeinerungen dieser Methodologie notwendig. Daf} dies in der Tat moglich
ist, hat sich erst in jiingster Zeit herausgestellt (s. etwa [3, 4, 5]).

Ein weiteres interessantes Beispiel der Programmextraktion aus klassischen Be-
weisen liefert das Dicksonsche Lemma: Fiir alle &,/
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k
Vf]""’fk’:‘iiO""’iﬂA'in < in-H /\A j;n(in) S fm(in+1)'

n<l m=]

Wir fiihren den Beweis mit Hilfe des Minimumprinzips bzgl. einer Malfunktion.
Q CN heille unbeschrinkt, wenn Vx3y.Q(y)Ax<y.

Lemma 3.1. Sei Q unbeschrénkt und f:02 Q— N. Dann ist die Menge Oy der
linken f-Minima bzgl. Q unbeschrinkt,

O, (%)= QX)AVYQ(y) = x<y— f(x) < f(y).
Beweis: Gegeben sei x. Gesucht ist ein y mit Q,(y)und x<y. Das Minimum-
prinzip fiir {y|Q(y)Ax < y} mit MaB fliefert

Gy QAx<y)—

PO Ax<yAVzQ(DAx<z— f(y) < f(2).
Da Q unbeschrinkt ist, gilt die Pramisse. Wir zeigen, daB3 das y aus der Konklu-
sion Q,(y) erfiillt, d. h.
ONAVzQ(@) = y<z— f(N < f(@).

Sei z mit Q(z) und y < z gegeben. Aus x <y folgt x < z, also f{(y) < f(2). O

Lemma 3.2, Sei Q unbeschrinkt, f,,..., f, : 0 — N. Dann gibt es ein unbeschrink-
tes O, CQ, sodaf fi,.... [, auf Q; wachsen:

k
QIAGMAX<y = P\ £, ()< £, ().

m=1

Beweis: Induktion iiber k.k=1: Sei Q,'=Q. k>2: Sei 0, CQ unbeschrinkt
s.d. fy,..., fyauf Q wachsen (IH fiir f,,..., f,). Sei Q;:= Menge der linken f;-
Minima bzgl. Q,:

O (%)=, (DAVY.0,(y) = x<y— () < fi(y).
Nach dem ersten Lemma ist Q; C 0, unbeschrinkt. Auf Q; wiichst fi, und wegen

0, CQ,auch f,,.... f,. =
Aus diesem Kklassischen Beweis 146t sich folgendes Programm extrahieren.

O(f(0)+1(0), mit ®:1-— 1 —1xt definiert durch
D0y =dummy, D&k +DE) ="F(g(@)+1i,Dk))
Yit—1—(0—>1X1)—>1XtL:

W(0,i,h) =dummy, Y{+Lin=E, (fG+D+DGE+D
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Eil—=1—=0—1X1) > 1—1—1XL:

B0 (0)()) = dummy
\P(E» j’E’C,i,h(m)) fallsg(]) < g(l)
Eoam+D()=1h()) falls nicht & f(j) < f{i)
() sonst

Man beachte, daB hier Rekursionsparameter nur als obere Schranken vorkommen
(der Grund dafiir ist, daf3 die Induktion nur via Minimumprinzip verwendet wird).
Man kann deshalb den primitiven Rekursionsoperator R durch den allgemeinen
Rekursionsoperator RE" : (1t —1— 7) — 1 — 17 ersetzen, definiert durch R*¥"hx =
hx(R*¥"h) . Das extrahierte Programm vereinfacht sich dann noch einmal deutlich:
@(0), mit

90) =y (i,9)
(i, h) =g, @+1)
v (j.E.,) falls g(j) < g ()
EL(D=1h()) fallsnicht, aber f (7)< f{i)
)] sonst

Der klassische Beweis hat uns also ein sehr einfaches und gleichzeitig recht un-
erwartetes funktionales Programm geliefert, das unter anderem mit allgemeiner
Rekursion arbeitet.
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