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QUELQUES PROPRIETES

DES
SECTIONS CONIQUES,

= !
QUI CONVIENNENT 2@ UNR INFINITE DPAUTRES LIGNES
COURBES.

Par M. E ULER.

Traduit du Latin.

e, Nl

e Es SecTrons Coniques ont plufieurs proprietés
e > 5 qui ne conviennent qu’a elles feules; mais elles en
. 533 ont aufli plufieurs qui leurfont communes avec une
infinité d’autres Courbes. Cleft ainfi que I’Axe qui coupe en deux
toutes les ordonnees Orthogonales, & le centre, qui eft placé au
point du milieu de la Courbe, conviennent @ un nombre innombrable_
d’autres lignes courbes, tant Algebriques que transcendantes;
comme en eft convaincu quiconque examine la nature des lignes
courbes. Mais les Geometres ont encore fait voir que d’autres
proprietes, qui du premier coup d’oeil paroiffent propres aux Sections
coniques, font aufli communes aux autres lignes courbes. 1l eft
manifcfte que les proprietés par lesquelles les Seétions coniques
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font tout i fait déterminées, leur font tellement propres, quelles ne
peuvent convenir a aucune autre ligne courbe: mais on rencontre
outre cela d’autres proprietcs, desquelies il eft difficile de décider, fi el-
Je: font propres aux Scctions coniques ou non.  Pour nous
demdéler de cet embarras, il faut rechercher par la voye de I'analyfe
toutes les Jignes courbes, qui puiflent avoir une certaine propriete
prnpnﬁ:e , & fi nous trouvons que les Scctions coniques foient les’
{eules Courbes qui y fatisfaflent, nous ferons alors certains que cette
proprieté eft un ateribut propre des Sections coniques.  Les Geo-
métres ont déja donné par ci par la les folutions de plufieurs
queftions de cette nature; folurtions qui ont donné des accroifle-
mens trés confiderables a PArt d'inventer.  Nous nous propofons
donc drajouter ici quelques autres queftions femblables, tirées de la
nacure des diametres obliquangles, qui convient principalement aux

SecHons coniqucs.

[I. Consiperons donc cette proprieté de 1 Paribole, par
laqucile il eft conflant que toute ligne droite parallCle a l’axe eft en
méme tems un diametre obliquangle, qui coupe en deux toutes les
droites parailéles entrelles tirces fous un certain angle au dedarts

Fig. 1. de la Parabole. En effet foit AMFn unc Parabole, dont P'axe foic
AD, & quon lui tire une paralléic quelconque FI, qui rencontre
la Parabole en F, on fait quc cecte droite coupe en deux en E toutes
bes cordes Mz paralleles & la tangente de la courbe en I, Nous de-
finiffons bien la pofition de ces droites coupces en deux, de ma-
niere que nous les difons paralléies ala tangente en F, mais cette
conditicn eit déja comprife dans la nature de la bifeétion.  Car fi
dans une courbe quelconque la droite F G coupe en deux toutes les
cordes Mm inclinées a F1 fous Fangle donné GEm, il eft néceffaire

que la tangente de la courbe en F foit paralléle aux ordonnées mé-
mes;
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mes; car la plus petite ordonnée & qui evanouit en tombant {urle point
T{era congruenteavec la tangente. Pour découvriri préfent comment
cette propriete eft propre a la Parabole, refolvons le Probléme fuivant.

. TROUVER la Courbe AM Fm rapportée d l'axe A D,
qui d la diftance D E donnée de Paxe ait le diametve FEG parallile
8 Paxe AD, qui conpe en deux routes les ordomnéer Mm tivées
avec Paxe & langle donné T.

Sort 1A diftance dudiametre il’axedonnée DE—#,& le finusds
'angle MTA pareillement donné — m,le cofinus fera—n,—v/(+—mm)
en pofant le finus entier — 1. Si a prefent dans un point quelconque
T de 'axe AD prolongé i Pindc¢fini, on méne fous Pangle donné
la droite TMm, elle coupera la courbe qu'on cherche en deux
points M & ; ou bien la double valeur de la droite T'M répondra
au point T, dont chacune expofera la diftance du point T au point
d’interfe¢tion M ou . Cleft pourquoi fi nous pofons AT—r, &
TM—z, la relation entre z & # s’exprimera par unc ¢quation, qui
pour chaque valeur de # fournira une double valeur pourz; & ainfi
cette équation fera quarrée de laforte, 2z —=2P2—Q, les fonctions
quelconques de # etant marquees par P& Q.. Cette equation au
lieu de la valeur donnée # fournit donc une double valcur pour z,
par ou eft indiquee la double interfection de la droite Tm & dela

courbe.
IV. Or TM & T m etant deux racines de z, fuivant cette

équation zz2 —2 Pz = Q_— o, onaunn TM—-"Tm:=2 P,

& par conf:quent M j_ Lm —P. Lt parce que E eft le point
du milieu entre les points M & n1, cela fera > ;'-T'" =TE,

& de WP —=TLE Misidcufe deDE—= a&Xfinn DTE —
- Memoiresde I Academie. Tom. . K il
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iLen naitra ——— —m, o TE — P — —, d’ou I’equation
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entre 2 & #ferazz —— —— ~Q, Q_etant pris pour une fonction

m
quelconque des. Pofons a préfent que P’equation entre les coor-
données pour la courbe requife AMm {oit Pabicifle AP =, &

{4

Pappliquée PM — 3, y: z fera —m, & — — =, d’ou vient

2 - _Y_'&r:ﬂz-—x:?:y x. La courbe AM m aura
m ’ m

donc la proprieté prescrite, fi Yy ;’: “ eft égal 3 une fon&ion

n
quelconque de 27 - x.
: i
V. S1 poxc vous pofons ny—ma =X &yy —20y =
Y, & que nous en formions I’équation générale entre X & Y ratio-
nelle, favoir,

o=+ BX4+yY40X2—4-eXY4Y2+9X3 40X 2Y + &ec.

dans cette equation géncrale feront contenués toutes les équa-
tions poffibles entre X &Y, & 1l en résultera Y — a une fon&ion
quelconque de X, enforte que yy—2 2y fera tout a fait — 2 une
fonétion quelconque de »y — mx, comme le requiert ndere folu-
tion. (Ceft pourquoi pour fatisfaire pleinement au Probléme pro-
pofé, qu’on forme une équation quelconque entre les deux variables
X &Y, & qualors on mette 7y — nx a la place de X, &J'J-z@
alaplace de Y, ce qui etant fait on aura une équation entre x & y
pour la_courbe A_M m, quiaura cette propriet¢, que la paralléle FG
menée a 'axe AD dans la diftance DE — #fera le diametre oblj-

quangle
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quangle dela courbe, qui coupera en deux toutes les cordes Mz, qui

font avec lui PPangle m EG, dont le finus eft — m,le cofinus — ».
VI It Y a donc un nombre innombrable de lignes courbes
qui ont la proprieté qui etoit prefcrite dans le Probléme, favoir que
dans une diftance donnée de I'axe A D, le diametre paralléle a I’axe
coupe en deux toutes les cordes paralléles a la tangente en F. Or

non feulement cette proprieté convient a la Parabole, mais dans [a
Parabole toute ligne droite paralléle a ’axe eft en méme tems le dia-
metre, au lieu que dans les courbes trouvees une feule droite parale
Icle a ’axe a cette proprieté. Ceft pourquoi pour approcher da-
vantage de la nature de la Parabole, examinons sy a outre la Pa-
rabole d’autres courbes, dans lesquelles deux ou plufieurs lignes
droites parall¢les 4 PPaxe foient diametres. Et pour nous en deméler
plus aifement, cherchons, fi entre les courbes trouvées, outre la
Parabole il y en a quelqu’autre, dans laquelle P'axe A4 foit au
moins le diametre orthogonal.  Pour cet effet foit propofe le
Probleme fuivant.

VIL. ENTRE toutes les courbes AMm, qui font partagées
par Paxe AD en deux parties femblables & (igales, determiner cel-
fes qui d une diftance donnce de part & d’autre de lPaxe AD ons
deux diametves obliguangles, comme F1I, gui coupert en deux toutes
Jes chordes Mm menées a Pangle donné avec Paxe A D.

Puisque r’axe AD divife la courbe en deux pariies
femblables & egales, 1l eft evident, fi la droite FG parallele a Paxe
AD eftle diametre, quialors dans Iautre partic de la courbe i Ia
meme diftance de Paxe il doit y avoir un diametre paraliéle a laxe,
Mais pour que I'axc A D foit un femblable diametre orthogonal, il
eft néceflaire que dans I’équation entre &+ & y; la variable y aic de
part & d’autre un nombre pair de dimenfions, & jamais impair. On

doit donc exclurre de Iéquation générale trouvee pour Ja folution du
K = Probl¢me
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Probléme précedent tous les cas dans lesquels les expofans de y fe
rencontrent impairs. Mais comme Xeft —ny—ma & Y—yy—242y,ya
de pare & d'auere une dimenfion unique, & par conféquent impaire. On
pourra donc dcs deux variables X & Y former une nouvelle variable
Z, dans laquelie ne fe rencontrera aucune puiflance impaire de y,qui

fera Z—=Y - 2 ;X — 9y :zr;:ax . On fatisfera donc

aufli au Probléme précedent par I’equation générale entre Y & Z,
favoir: 0o —a—f3 Y+7’Z+3Y*+!YZ+§"Z“+’IY’
+0Y2Z + &c. Y dénotant — yy — 22y & Z — yy

X o . .
2MaZ | &elle comprendra pareillement en foi toutes les Cour-
7

bes qui y fatisfont.

VIIL Or 1L paroit premierement que dans tous les termes
qui ne contiennent pas Y, il ne fe rencontre point de puiflances
impaires de y, & que par conféquent ces termes, favoira, yZ ¢7Z.2,
k7.3 &c. doivent etre laifscs a 'ecart dans le cas dont il s’agit, Mais
Je terme Y doit etre exclus, comme emportant ', laquelle puiflance
ne peut etre otc¢e par aucun des termes fuivans, & la méme raifon
donne lexclufion aux termes Y7Z, Y72, YZ3 & De plus, fi
I’on admet le terme Y2 i caufe de la puiffance y3 quil contient,
on fera oblig¢ dadmetre en méme tems T3 par lequel
on puille oter 3, Mais T3 contient encore y5 qu’on ne peut oter
fans T #, & ainfi de {uite, une puiflance quelconque de T contenant
toujours la puiflance impaire dey, qui n’etoit pas dans les précedens
tes, & qui par conséquent devroit €tre détruite par les fuivantes,
d’ou naitroit une progreflion a PPinfini. Il en faut dire autant des
termes Y22, Y372 &e. dontaucun ne fauroit etre employé, fans
en admettre une infinité de fuivans.  On ne fatisfera donc 3 la de-

mande

—
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mande que par cette équation o — g -y Z - 72 - k 7.} &ec.

qui ne contienne point du tour Y, Et par cette equation Z fera —
2m a x

7
tellement a la Parabole, qu’elle exclut entierement toutes les autres
Courbes.

+ IX. OvuTrE LA Parabole Apnl]nmenne , n’y a donc pomt
d’sutre Courbe compofée de deux pames femblables & égales, qui
ait au moins un diametre parallele a Paxe, en forte que cette pro-
prieté ne convient qu’a la feule Parabole. Mais en vertu de I'equa-
tion yy = :ﬂx — o (car nous pouvons faire la conftante C
egale 3 Zero) il paroit que non feulement a la diftance donnée 4,

mais qu’a toute diftance abfolument de I’axe, on trouve le diame-

2ma

tre paralléle 2 ’axe. Car fi nous pofons “— — ¢, en forte que
Z

yy — cx — o0, quieft Pequation pour une Parabole quelconque, fi

a une diftance quelconque —= #, on mene une paralléle i ’axe, elle

fera le diametre, & coupera en deux toutes les cordes, qui coniti-
m &

tuent avec I’axe un angle, dont la tangente foit — — — —,
% 2a

— C, qui appartient

a une conftante, cefta dire, yy —

Excepté donc I'axe qui partage la Courbe en deux parties egales &
{emblables, il ne fauroit y avoir aucun diametre obliquangle paral-
Jé'e a J'axe, que toute droite paralléle a ’axe ne foit en méme tems
diametre. Mais cela doit etre reftraint aux feules Courbes Algebri-
ques, car les transcendantes ne font pas exclués par cette progres-
fion de termes Y, Y2, Y3 &c. alinfini; en forte que ce nonob-
ftant, on peut produire pluficurs Courbes transcendentes, qui ont

pluficurs diametres paralleles entr’eux.
K3 XI.NOTRE
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X. Norre DESSEIN ne nous-permet pas de proceder ici i Pexa-
men de ces Courbes transcendentes, car nous n’avons en vué dans

ce Memoire que les Courbes Algébriques.  Cependant, afin qu'’il
paroiffe plus clairement, qu’il exifte aétuellement de femblabies

Caurbes transcendantes, qui fatisfont a la queftion préfente, nous
fournirons une équation genérale, qui renferme en {oi toutes ces

Courbes transcendantes. Pofé Y — yy — 24y, quon cherche la
valeur de T parcette équation differentielle d’un degré,infini, en po-
fant I'element 7Y condtang,
_dT  44Yd?T 1624Y25T = 64a°Y3d?T

C=IY 12.3.4Y3 L 12.34.54Y 5 i 7dY 7 k.
Alors T qui fera fonction de Y fera une femblable fonétion de y,
dans laquelic ne {¢ rencontreront aucunes dimenfions impaires dejy.
Ceft pourquoi, fi ’on prend W fonétion quelconque tant de T que

2 M ax

de Z —yy , Pequation W —— o exprimera toutes les

p.
Courbes qui ont la propricté propofee; favoir, qu'outre Paxe A D
q

diametre orthogonal, elles auront de part & d’autre a une diftance

(e
donnée—ade cette axe des diametres obliquangles paralléles a Paxe.
XI. Avu resTe 1l elt a propos de faire attention ici a cette
loi genérale de la nature, que toute Courbe quia deux diametres
paralicles entr’eux, aura une infinite de femblables diametres, eqga-
Fig. 4. lement diftans 'un de Pautre.  En effet, que la courbc m ABCx
ait deux diametres A @, B), paralleles entrreux, dont Az coupe en
deux les cordes Mm paralleles 3 la tangente en A, & B4 coupe
pareillement M N, »# paralléles a la tangente en B. Des termes M & 7
d’une corde quelconque Mm divifce en deux par le diametre A«
q q )

quon tire les cordes MN & m# paralléles a Ja tangente en B, on
aura
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asura MQ =N Q & mT — »T. Qu’ontire la corde N#, etelle
fera un angle donné avec les diametres A 2 ou BJ, & caufe de tous
les angles donnes du quarré MN #m; cnfuite en tirant PSR paral-
lele a MN, m#, cette nouvelle corde N# fera partagée en deux en
R, &le point R fera toujours pofé fur la ligne droite Ce paralléle
aAa&Bb, &fadiftance du diametre B 4 fera égale i la diftance du
diametre B 4 P’egard du diametre Aa.  Cette droite Ce coupera
donc en deux toutes les cordes N#, & fera par conféquent le

diamerre,

XII. Or v’aANGLE NRe fera tellement determiné par les
angles donnés MQ4 & mPa, que cot. mPa 4 cot. NRe fera— 2
cot. MQ/; & par confequent cot. NRe¢ —2cot. MQ&— cot.mPa:

Donc les cotangentes des angles mP s, MQ#4, N R¢ conftituént une

proportion Arithmetique,  Mais comme nous avons demontré par
les deux diametres A4, B4 le troifieme Cc, de méme par deux con-

tiguésquelconqueson démontrera le fuivant; parou Pon comprend,
que fi une courbe a deux diametres paralléles entr’eux, elle aura une
infinité¢ de diamérres diftans entreux i intervalles egaux.  Que fila
cotangente de Pangle mPa, fous lequel le premier diametre coupe
en deux les cordes, eft dite — p, & la cotangente de PPangle M QJ,

{fous lequel le fecond diametre, coupe en deux les cordes B4 — ¢,
la cotangente de Pangle NRe¢, fous lequel le troifieme diametre

coupe en deux les cordes fera ——24 — p, & la cotangente de 'angle,
fous lequel le quatriéme diametre fuivant coupe en deux les cordes
—39— 2 p, la cotangente pour le cinquieme diametre —=44—3p,
& ainfi de fuite ; en forte que les cotangentes de tous les angles, fous
lesquels les diametres qui fe fuivent par ordre coupent leurs cordes
en deux, conftituént une progreffion arithmetique. Ainfi les Cour-

bes transcendantes, dans lesquelles nous trouvons trois diametres, dont
celul
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celur du milieu eft orthogonal, auront en méme tems une infinité
de diametres.

XMI. De LA Nous pourrons a préfent démontrer avec la plus
arande rigueur Geometrique, que la Parabole eft la feule courbe,
dans laquelle toutes les droites fans exception, qui font paralléles 3
I'axe, foient en méme tems des diametres. Car pour attribuer cette
propriet¢ i une courbe, il fufht quelle air deux diametres qui s’ap-
prochent infiniment; alors, en vertu des démonitrations preceden-
tes, il faut que toutes les droites qui leur font paralléles foient des
diametres. Or nous avons pofe ci deflus §. X. la diftance de deux
diametres qui fe fuivent immediatement —— #, c’eft pourquoi cette
diftance @ doit etre pofee evanouiffante. Ce qui etant fait, il nai-

tra de Pequation (§.X.) o0 = ‘i;I,‘; & par conséquent T — 3

une conftante.  Si donc W = o exprime P’equation générale pour

toutes les courbes, dont toutes les droites paralléles a Paxe font des

diamctres, W fera une fonction quelconque de T ou d’une quan.
2max

tité conftante, &de Z —yy ——s On tireradonc de cette
- . . 2 ?II i’? rt’

equation Z — a unc conftante, & ainfiyy — G, laquel-

; 72

le équation ne renferme en foi aucune autre Courbe que la

Parabole.

! " x &

XIV. ArPrEs AvoIr expedié ce qui concerne les diametres
paralleles entr’eux, 4 la confideration desquels la Nature de la Para-
bole nous avoit mvité, examinons les diametres qui concourrent en

un point, pour connoitre plus a fonds la nature de I'Ellipfe & de

I’Hyperbole, courbes dans lesquelles toutes les droites menées par
| leur
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Jeur centre font des diametres. Car en formant notre raifonnement
" de la méme maniere, nous comprendrons fi cette proprieté ne fe
trouve dans aucunes autres Courbes, ‘& a quel egard elle eft com-
mune a ces Sections coniques avec les autres Courbes. 1l w’y a a la
verité aucun doute, que cc ne foit I un attribut propre des Sections
coniques, que toutes les droites fans exception, qui font menées
par le centre, font en méme tems des diametres; mais peut-etre
cxifte -t-il d’autres Courbes, qui fi elles n’ont pas une infinite de

diametres qui concourent au méme point, en ont pourtant deux ou
trois auxquels cela arrive.  Pour le découvrir, nous propofons le
Probl¢me fuivant i refoudre,

XV. TROUVER #outes les Courbes AMm rapportées a

Pave AC avec cette condition, quen menant du point domné C la
droite CF, qui faffe avec Paxe langle douné ACF, cette droite
coupe en deux en L roures les cordes Mm paraliles d la tangente
en F.

D’sporp 1L cft manifefte, que fi toutes les cordes que la
droite CF coupe en deux, font parall¢les entr’elles, la tangente ay
point F doit aufli leur etre paralicle.  Comme donc Pangle L1 C
eft conftant, pofons le finus de angle ETC —=#; le cofinus — »
— 7V (1—mm); de plus que le finus de Pangie ACT foit — »,
le cofinus —g—7V (1—pp), le finus de Pangle CEm, fous lequel
lc diametre CF coupe en deux les cordes M fera — g ——np,
& le cofinus —= ng—mp. Puisque le point T eft variable, pofons
CT—1¢, & en menant de T fous I'angle donné CTE Ia droite
T M, elle coupera la Courbe en deux points M& »; & ainfi la

valeur de la droite TM, qui foit = 2, aura unc double valeur,
lune pour TM, lautre pour T'm. Ceft pourquoi z fera determiné
Memoires de P Academie. Tom. 1. I, par
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par £ par une équation quarrée, qui foit 2z — 2Pz — Q,, prenant
P & Q.pour fonctions de F#; & par consequent TM fera — P —
vV PP-Q) & Tm—P—+V (PP-Q).

XVI. Ainst TM 4T mfera— 2P,& parce que E eft le point
du milieu de la corde Mm, TE deviendra — P. Mais i caufe des
angles donnés dans le triangle C'TE, on aura

CT: TE—=finA. CET: fin A. TCE
K P—mqg 4+ np: p

b ! r N
d’ou nous trouvons P — P & de li nous aurons entre
mag—=np;

r:qp::- ” . - Q ) Qdemﬂufﬂnt une fon-

¢hion quelconque de 2. Pour connoitre 3 préfent la Courbe, pofons

(CP— &) PM—y, on aura —i— = g,—id{ —m, & par confe-

Jquent z — --':-?— Kyl === nr= 2’ , enforte que foit

z & 7 cette equation: zz —

mXx —l—_n_y
B ‘
équatinn:—?—y— — 22 jrel-ayry
mm mm (m g —np)

mx — 0y

quelconque de # — - Coeft pourquoi on aura
m

D’ou réfulte pour la Courbe demandée cette

Q, Qd¢enotant une fonétion

2pmaxy —=(np—mgq)yy 2mpryq
e A T="r

pour fonction quel-

mnquedex—u. Ouﬂl’unditx—ﬂy——x&yy._f_

—
e ]

m m
2 mp
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Q:F ;; — Y, & que W {oit fontion quelconque de X & Y, Ié-
” —

quation W = o exprimera la nature de toutes les Courbes, qui fatis-
font a ce qu’on demande.

XVIL. CerTEe soLuTION eft encore extremement eloignée
de notre but, car elle nc conticnt que les Courbes, qui renferment
un feul diametre obliquangle, enforte que Pinterfection C eft tout
a fait arbitraire, comme dependant de la pofition de I'axe AC qui
eft arbitraire. ~ Mais nous ne laiflerons pas de nous approcher da-
vantage de I’éxécution de notre deflein par le moyen de cecte folution,
fi entre ces Courbes innombrables, nous choififfons celles que 'axe
A C divife en deux parties {femblables & egales, ou dans lesquelles
Paxe AC eft en méme tems le diametre orthogonal. 1l eft donc
requis pour cet effet que dans Péquation ci deffus trouvée, les puis-
fances de y ayent par tout des expofans pairs, & quainfi les puis-
fances impaires de y fc détruifent.  Puis donc que I'equation

7 J.J'

générale trouvée, en pofant X — & & Y = yy

7
ifﬁf}’ revient a ceci 0:¢+BX+‘}’Y—}-—&X= XY
np—mq

—+ Y 2 =1 X3 - &¢. les coefficientes doivent etre determi-
nées de maniere que les puiflances impaires de y evanouiflenc.

XVII. Etd’abord il paroit que (3 doit etre — o, parce que le

1 ; ,. _
terme —2 ne pourroit etre oté par aucun des fuivans, comme d’un

m
autre coté I’on voit que y & J peuvent etre determinés en forte que

des termes & —— ¥ Y ——d X? fortent les dimenfions impaires de
b 2 y: quen
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y: quon pofe y —np—mqg& d— — mﬂmp -, on aura (#p—myq)
¥ — Xi*‘—mg}y—m ”P** | Sidonc on pofe Z—nqyy

” HH

n(np—mg) Y, alors Z fera une fonétion,

il

—I—rnp.r.r—__-- m p ). &

dans laquelle y a feulement des dimenfions paires. Ceft paurquoi
i W eft mis pour fonétion quelconque de Z — ngyy - mp**
& X == m x —— ny, alors Pequation W == o fatisfera egalement
comme la précedente, & outre cela elle fera plus propre i rejetter les
dimenfions impaires de y.

XIX. Ex rosant donc X—=ma—-ny &Z — mpxx—
ngyy, Pequation pour les Courbes, dans lesquelles la droite CF
eft diametie, fera o —a £ X vZ 439 X2 +—6eXZ -
(72 49 X3 —4-&c. Si donc tous les termes dans lesquels X fe
trouvent evanouiflent, la variable y aura partout des dimenfions
paires, & la Courbe qui en réfulte fera en méme tems divisee par
'axe A C en deux parties femblables & égales.  Alors Z fern — C
oW aa—mpxx ——ngyy, laquqllc equation conticnt les Sections

Coniques decrites autour du centre C & fur ’axe principal AC,

777

7g g
Soit A préient Pequation pour les Sections coniques yy=——bb— bz
g:.nu:]l..., & il paroit quelle a en effet autant detendué que celle-
ci. En menant donc du centre de la Section conique une droite

quelconque CF faifant un angle avec Paxe FCA, dont la tangente

aa

En pofant donc 44 a la place de

foit = £_; cette droite coupera en deux toutes les cordes M »,
7

qui
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qui etant prolongées font avec laxe AC Pangle MTC, dont

la tangente eft — 2 —K. p 2, Ainfi ]a tangente de
7

'angle CEm , fous lequel les cordes M font coupées en deux par

le diametre CF fera — 22 +1’M‘. D’ou 'onvoit que la tangente

— (1—=4) pg

2 petant pas déterminée par foi-méme, mais pouvant etre prife

7

arbitrairement, toute droitc CF tiréde du centre eft un diametre; &
{i # — r, toure cette droite fcra un diametre orthogonal, & la cour-
be un cercle, comme la chofe eft ¢vidente par cile méme.

XX. Nous pourrons encore découvrir d’autres Courbes,
dans lesquelles A C foit le diametre orthogonal , fi nous determi-
nons les cocthcientes des termes, dans lesquels X fe trouve, de ma-
niere que y n'aic nulle part des dimenfions impaires.  Or il paroit
d’abord que X ni X 2 ne fauroient §’y trouver, parce que y & &y

ne {auroient etre otés par aucun des termes fuivans; car afin que Y
n’entrit pas dans X, 1l faudroit que 7 fut — o, & afin que le terme
xy ne fur pas dans XX, m# devroit etre ——=o0. Mais les termes
X3 & X Z fourniflent des termes homogenes, d’otlles termes y* &
x x y pourront etre rejeteés, fi #p et ——3m 4.  Et afinque des ter-
mes X%, X*Z, & XZ?*, qui font homogenes, on puifle rejetter les
P

_ i : n
dimenfions impaires, 1l faut ou que —£- 2P (oit — 3,00 —— — ¥
mq mgq

+2Vs. Delaméme maniere il doit muinurs y avoir une cer-

77
taine relation entre les tangentes o= & , afin de pouvoir fatis-
7
faire 2 ce quon demande; & fi cette relation ne fe trouve pas, i
L. 3 eft
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eft imposfible de produire d’autres Courbes quiy fatisfaflent outre les
Sections coniques.

XXI. Pour developer donc les cas particuliers, dans lesquels

—Zi— a une certaine relation avec 5—, pofons afin d’abreger 7
7
— ¢ & m;’ — k, afin que X foit —gx— y & Z—= Kxx——yy.

Quon prenne i préfent les termes homogenes, dans lequels » & y

ont trois dimenfions, qui font ¢ X3 4B XZ; f{ubftitution faite, ils

donneront ces termes,

—+ag® , —-3ee® , 30z, ,+a ,

Bgk™ Bk ¥V 4-pg YV 4p

dans lesquels les termes, qui contiennent les dimenfions impaires

de y, doivent evanouir. a—f3 fera par conséquent — o & 3 a g ?
mp 3mm

— o3 doub——ea, &bk — =
Bk = 0; ou a, 3847 ou > = & de |3
s — 3ﬂj - IT 4
f; 3 Or alors ¢ X3 - XZ{e change en 2a (gx yy—g323)
m m” x>
ouze ( ——¥yy =3 )

XXII. S1ponxc la tangente de I'angle A CF qui eft ? 4
7
crois fois plus grande que la tangente de 'angle CTE, qui cft

7 alors on pourra produire des Courbes innombrables A M m,

vl

/
dans lesquelles AC eft le diametre orthogonal, & CF le diametre

obliquangle. Dc plus qu'on pofe la tangente de Pangle ACE —¥§

01l
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on aura - —§ & — — 1§, & la tangente de Pangle CEM
g 7
fera — 34%9 . Alorsenprenant Z —yy - 360 xx, &V
— 30 xyy— 6323, que W denote une fonétion quelconque
de Z & V, & I'equation W — o exprimera toujours la Courbe, qui
poflede la proprieté fusdite.  Or il eft manifefte, A C etant le dia-
metre orthogonal, que la droite menée par C a autre partie de AC,
qui fera par embas avec AC un angle, dont la tangente foit — 0,

fera un diametre obliquangle, de méme que CF menée par en haut.
Donc les Courbes auxquelles cette proprieté convient,{eront com-

prifes dans I’equation générale: o —a—4-LBZ,yV 072 -2V
V2 4473 4 &ec.

XXIII. Ai1nsi ENTRE une infinité de Courbes de cette na-
ture nous avons les lignes du troifieme ordre, qui font comprifes
dans cette equation: 2° —hyy—+-3068rx—10xyy— 50323,
a3 —3000xx—— 5% 63 &3

b4 Lx T
dans les Hyperboles redundantes de Newton, qui ont un feul
diametre orthogonal. L’equation générale pour celles-ci eft

__Avi+4-Bv2—+4-Cv—D
Yy — =
de labfciffe dans le point de l'axe, ol I'afymtote aux appliquées y
lui devient parallele. Entre ces Courbes donc celles qui fatisferont

a ce quon demande font celles ou C fera 38 . Car alors, en pre-

4 A

nant v — ——, 01 aura dans I’axe le point C, duquel fi 'on mene

Ces Courbes font conteniies

Dij:

, en prenant le commencement

a laxe
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3 I’axe la droite CF, faifant avec P’axe 'angle CFA, dont la tan-
gente foit ——3V A, cette droite fera le diametre obliquangle, cou-

pant en deux les cordes Mz, qui font avec ’axe CA un angle, dont
latangentc —— 1/ A, & la tangente de Pangle, fous lequel ces cordes
4V A
13 A
XXIV. Soit poxc MM:ma une {emblable Hyperbole re-
dundante, ayant I'axc AP, qui eft en méme tems le diametre or-
thiogonal, en forte qu’en prenant Pablciffe AP — v, & en pofant
A2 4~ Bv2 4. Co 41

(%

rencontrent le diametre fera —

l’ﬁpp]iquée PI\’I:’}', 1y foit ==

1 a 'E.-’ B D = ¥ Bz o
—- —5) ! 5 Crant — , la_droite LAL nor-
4 A v 4 A |
male 3 Paxe fera une afymtote de la Courbe, & les deux autres
aivmtotes HD G fe croiferont dans le pointD de 'axe,de maniere

B | |
que AD foit = _‘—1 ; latangente de langle HDafera —= VA, &
toute la Courbe fera compofée de trois parties en forme d'Hy-

perbole MD N, m km, & m Can. A prefent quon prenne

, & qu'on mene au defius & au deflous les droites CF,

."iC*:t,HJL

CT, en forte que la tangente de langle CFA ot =2V A
ces deux droites du diametre couperent en deux towrees les cordes
M, qui ctant prolongces font avec 'axe I'angic MT A, donr |3
rancente — V' Aj lesquelies dreites M coupces en deux feront
dm;{: paralicles a ’un des diametres.  Au refte cette Courbe peut
recevolr plufieurs figures d:ferentes, {uivant qu’on determine la vq.

leur de B, pourvu que A foit un nombre athrmatif. Il wy i Iy
verité
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verité dans la figure qu'une feule interfetion de la Courbe avec
I’axe en B; mais il peut arriver que la Courbe coupe I’axe en
trois points, & cela arrive en effet, fi en pofant AB —4, on prend
—a B - Ba 3aa
2 24 — 4 (_ 2A 4
XXV. Les memes valeurs (§. XXII) Z—yy + 1 60 xx &
— 3 0ryy — 5703 x3, peuvent faire trouver des Courbes in-
nombrables d’ordres fupérieurs, qui outre le diametre orthogonal,
ayent deux ou plufieurs diametres obliquangles. =~ Mais comme la

formule V {e trouve par o X34 BXZ (§.XXI.) en faifant evanouir

les puiflances impaires de y; pareillement on peut faire la méme
chofe dans des dimenfions fuperieures. En effet en prenant V —

Ve

a X4 BX27Z, & en pofant pour abreger —f—-:g& @:,ﬁ,
o
on aura
—~+agt , —t+40g’ ~+-Bag?> —-4ag o
+Bg2k ** —+-2Pgk ¥V "‘g“’f'-!-zﬁg""’ s
P88
Dnncgmg=—|—§'kfﬁra:n,&zm—}-Q:ﬂ: doub——2s& &
mp _ mm L
:gg, 'Du ?‘}.— e s . DDHC - P f ? & ﬁ lﬂ'n POfC
comme auparavant —%- — 0, cela fera -—::I—‘::G: g—0;at—408 ;

&ainfiViera — — af* 24 4 2a03+2y2—gy4, UV ——a
(62 xx—yy)> Ceft pourquoi fi W eft pris pour une fonction
quelconque de Z—=02?xx—+yy &V — (02 xx —yy)?, &quon
pofe W —y, la Courbe, outre le diametre orthogonal CA, aura
les diametres obliquangles menés-par C, quifont avec C A un angle,

Memoires de I Academie. Tom, 1, M dont
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dont la tangente — ¢; & ces diametres couperont en deux les cor-
des Mm inclinées a P’axe C A fous Pangle, dont la tangente — .
Entre ces Courbes la plus fimple eft celle qui eft exprimée par cette
equation a* ——J* x*y4. Au refte toutes ces Courbes, outre le
diametre orthogonal CA ont aufli un diametre orthogonal qui y in-
fifte normalement en C; ce qui fe comprend par ce que dans ces
equations non feulement y, mais encore x, ont partout des dimen-
fions paires.

XXVI. En sk fervant de la méme maniere on peut aller plus
loin, & par I’eliminacion des puiflances impaires de ¥y qu’on rejette
des membres homogenes des puiflances {fuperieures, on trouve d’au-

: ; - : m
tres fonétions pour V, qui requerront d’autres raifons entre — &

7
2_ . Nous ne nous y arréterons pourtant pas davantage, maisnous

y ® ’ F
rapporterons une propriet¢ d’'une trés grande etendué a ’egard des

diametres, qui peut etre accommodée a toutes les Courbes qu’on
trouvera par cette voye, Voici de quoi il eft queftion. Si la Courbe
ABC adeux diametres AO, BO, qui s’entrecoupent au point O,
cette méme Courbe aura plufieurs diametres, qui concourront au
point O, & quelquefois a 'infini, d moins que les diametres fuivans
ne coincident avec les précedens.  Pour expliquer ceci, que la
Courbe ait deux diametres AO, & BO, dont A O coupe en deux
les cordes M feus I'angle mP O, &BO coupe de méme les cordes
MN fous Pangle MQO. Des termes M & m d’une corde quelcon-
que Mm coupée en deux par le diametre AO, quon mene des or-
donneées a l'autre diametre BO, qui foient MN & m 7, coupées en
deux par le diametre BO en Q& ¢. En menant donc la corde N,
tous les angles feront donnés dans le quarré MN #m, & fi de P on

meine
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mene PR paralléle a MN, m#n, cette ligne coupera la corde N# en
R. Or en tirant ORC, les angles BOC & NRC feront aufli don-

nés, d’ou il s’enfuit que la droite O C fera encore un dizametre, qui
coupera en deux les cordes N # menées a I'angle donné INR O,

XXVII. Pour comPRENDRE plus diftinétement ce qui vient
d’etre dit, que la tangente de langle mPO foit — o} la tangente

de 'angle AOB—B, & latangente de Pangle MQO — 8. 1llen
refultera la cotangente de Pangle BOC — —E—- —+ %, & par

EB

€42B

& fi 'on dit la tangente de langle NR O —= vy, vy fere —
282 (14 BB)

203 +— 42 B — 22882 — B2 —43B — 4BB — BB BB

De la, fi les tangentes fuivantes des angles dans le méme
ordre font posées D & 4, Dfera — y C & & —

Y + 2 C
By i+CC)
2fy+26C-26yC2—y*—4yC—4CC-yyCC’
de fuite on trouvera des diametres a Pinfini, a moins qu’ils ne coin-
cident exaétement avec le premier.

XXVIIL. A cEs prosLEMES furles diametres ou paralléles
entr’eux, Ou concourans i un point donné, yen joindrai un autre
qui y a de Paffinité, & dont I’habile Mr. Clairaur fait mention
dans une des Leteres quil m’a fait ’honneur de m’ecrire. L’arigine
de ce Probleme vient de la proprieté qua Ellipfe, par laquelle les
Parallélogrammes infcrits dans DEllipfe autour des deux diametres

conjugués, comprennent pargout la méme aire. Or comme toutes
M:2 les

consequent la tangente de I'angle BOC, qui foit =C=

Et ainf
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les droites tirées dans les autres Courbes d’un point fixe, comme
d’un centre, ne font pas des diametres, nous ne ferons pas atten-
tion dans cette recherche a la condition, qui concerne les dia-
metres, & nous propoferons feulement le Probléme de la maniere
fuivante.

TROUVER une Courbe A Mam B qui ait deux diametyes
orthogonaux ACB & a C perpendiculaives entv’enx; que le centre
de cette Courbe Joit par conséquent en C, & que comme I Elipfe elle
ast cetre proprieté, gw'en menant du centve C un rayon quelcongue CM,
& en méme tems un autve vayon CM pavalléle @ la rangente M T au
point M, Paive du triangle foit MCm conflante par tous ; etant égale
8 Laire du triangle ACa.

XXIX. POUR RESOUDRE ce Probl¢me, pofons, aprés avoir
fait tomber une perpendiculaire MP du point M fur laxe AC,
I'abfciffe CP — x & Pappliquée PM —y; Pequation pour la Courbe,
qui foie W — o, devra d’abord etre telle, que » & y ayent de part
& drautie des dimenfions paires, en forte que foit que 'on pofe
x, {oit 3, ou l'une & Pautre, P’equation négative demeure toujours
l2a méme. W fera donc une fonttion quelconque de »» & yy; car
cette condition eft requife par la proprieté prefcrite, en vertu de
laquelle, tant la droite A C que 2 C doivent etre des diametres or-
thogonaux de la Courbe. A prefent que du point M on tire
pareillement fur PPaxe A B la perpendiculaire mp, & que Pon dife
Cp—1t & pm— u, il faut a caule de la continuité de la Courbe
que la méme equation {e trouve entre #& u, quieft entre » & y; ou
que fi dans Pequation W —o, a la place de & on pofe #¢#, la valeur
de yy {e change ux.

XXX. Qu’on PRENNE une nouvelle variable 2, par laquelle
on détermine les valeurs #x & yy, en forte quen rejettant 2, il en

naiffe ’equation pour la Courbe W —o. Que I’on congoive de
plus
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plus une telle quantité z, quen la faifant negative, ‘x¥ fe change
enzs, & yyenuu, car alors il eft manifefte quen rejettant 2, I'e-
quation entre £2 & % doit {e trouver, de méme quentre ¥x & 9,
comme la loi de la continuité le requiert. Soient donc P&R fon-
¢tions paires de z, qui demeurent les mémes, en pofant — z a la
place de + z; & que Q & S foient fonctions des dimenfions 1m-
paires de 2, qui fe changent en leurs negatives, fi Pon pofe —z a
la place de + 2. Si donc 'on pofe xxa—P+Q, &yy—=R+ S
en faifant 2 negatif, onauraH —P— Q& vu—R—S. Parces de-
nominations on parvient donc a decouvrir, premiérement que les
parties de la Courbe AMa & # m B conftituént la méme Courbe
continué, & enfuite que tant AC que 2C font des diametres or-

thogonaux.

XXXI. DE pLus puisque la droite Cm doit etre paralléle 2 la

tangente MT, acaufe de Ia foutangente PT — — L’ai*' , cela fera

y
PT: PM —=Cp: pm, oudx: dy — 2: u, d’ou nait udx + 2dy
—o. Enfin comme P’aire du triangle M Cm doit etre conftante,

i

qu’on cherche cette aire, qui eft — £ CM. Cm. fin A.MCm. Mais

fin A. MCw = fin A (MCP + mCp) — PMC-E?E:CP-pm;

tly—!—n.r

d’ou laire du triangle MCm fera — L. 2 ; par consé-
2y—t-ux
2

quent la valeur de doit etre conftante , & ainfi {a differen-

tielle fera égale a Zero, en forte que ydrz | £dy Ludr + xdu—o. Or
udx 1 zdy etant —— o, celaferaydr + ¥du — o; par laquelle
M; équation
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équation, on comprend que la tangente m # fera parallele au rayon

CM, & quainfi les rayons CM & Cm doivent etre reciproque-
ment paralicles a leurs tangentes MM & m .

XXXII. Posons zy + nx— 2¢cc, & comme x eft —
VIP+Qy = VR+4-S); » =V (P-Q) &«—=V (R-§),
fubftitutions faites on aura V' (P—4-Q) (R-S) =47/ (P-Q) (R—+-S)

—2cc. Que V denote une fonétion quelconque impaire de Z, &
quon pofe V' (P+4-Q) (R—S) ==ece¢ -V ; en faifant Z negatif,
V(P+Q) (R—S) fechangeraen V' (P—Q) (R—-S)enforte que
1 (P-Q) (R—+S) foit = ¢c— 'V, comme le requiert la na-
(ce—V)?
=y
& R-5= e X I Ainfi & fera — V(P_|_Q‘ B Rl /4
Sy P "I_Q_ * — ), —

ture de la condmmn. On peut donc en inferer R S —

cc—V _ ce =V 3
(P—Q); }__..VP Q& =~V PF0)° De la naic dx
__ 4AP—+-dQ_ S dy= —dV (ce—V) a‘P JQ

— 2V (P+0Q) — V{P-Q) 2(P-Q) V(P-Q)°
(rr—I—V) (dP—-—}-dQ)
- 2(P+Q)

Comme donc #dx + rdy

& en conséquence udx = tdy —
dV—-(rr—V (dP— dQ)

P+Q
doit etre — o0: o fera = (PP—-Q Q) dV-V(PdP~-Qd4Q)
~cc (PdQ-=Q4P) |

XXXIIL
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XXXIH. QuoN pIvVISE cette €quation par (PP — Q0% &
dV _ V(PdP=Q4JQ) __ cc (P2Q-Q4P) QdP
V{PP-QQ) (P:-Q%)¢ = (P?- QJ
vV _ f ce(PdQ— -QdJP)
V(PP-QQ) ™7 (PP- QQ '
Pofons Q — Pz, puisque P eft une fonchon paire, Pz deviendra
une fonétion impaire, telle que doit etre Q , & parconséquent 3 caufe
. V cedz .
de dQ=—=Pdz 4 24P, onaura PV (—2) sl § Pli—z)3’ qui
doit etre une formule intégrable, fi nous voulons découvrir les Cour-

bes Algebriques. Soit donc /f erds . , afinque V

P(1—22)3 = V (1—=z2)
devienne —= P Z, d’ou il paroit que Z doit etre une fonétion impaire
de Z, afin que V devienne une fonction impaire, comme nous

Pavons fupposé. Or de la nait E%!- = (1—22)dZ + Zzdz&P

cela fera

qui apres Iintégration donne

ccdz

— (—22)dZ T Z=dz

XXXIV. EN prenanNT doncZ pour une fonétion quelcon-

que impaire deZ, foit P — r:f:;? A ; qui eft unefonction
1— 7.z,
: DR [ 65 aaa . L AE
paire,doncQ —"Pz— TS A eNV=PZ= )2 Zode

On arrivera donc par ces voyes i la folution complette
du Probléme; & x & p fercnt determinés de la manie-
re fuivante par z & fa fonltion impaire Z prife arbitrai
ce(i1—4-2)dz )

(1—22)d Z— Zadz’ & 3y

e
e —

rement; en forte que x & foit —
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__cc(1=2) 14=3) (dZ-Zdz)* e
— ((1—22) dZ—+-"1z2dz) d=. + Orde2&Z faits nega-
tifs réfultent pour ## & uu les mémes valeurs qui leur conviennent
cc(1=2)dz
(1—22)dz—-"Z2zd> & wu

ce(142) ((1—2)dZ +-14dz)? _— i
s ((1-(-zz)dZ—|-- 7.2d7) d* ) . On déduira dalc de la
un nombre innombrable de Courbes doii¢es des proprietés propo-
sées, qui premierement ayent autour des axes principaux 2 C &
A C des parties femblables & egales, & qui enfuite en menant
par le centre C les deux rayons CM & Cm, aux tangentes de la

Courbe en M &7 rec;prnquement parall¢les, donnent pour aire du
triangle MC m — c.

en vertu de ce qui precede, 2# —

XXXV. O~ TrOUVERA donc I'equation pour la Courbe
entre * & y, fi Pon rejette la variable Z de c¢es deux

equations; x .x T oy JE 5. & VY —
(1 — 22) dz -4~ Z2dz
£ E‘(‘([":))(;Zl z)Zf:i%:)Zdiz)z; & en divifant Pune par lautre
[—22 =

yy — (1—=2) (0 A4-2)dZ — Zdz)® o

nous aurons —== (1—-2) d2°
§ e ((1—-2) dZ— Zdz)V(I—-zt) & le produit donnera
. == (1-{-2) dz

ce((1+4-2) dZ-7 dz) V (1 —22) -
gz B ce el P . Mais fi nous

ne
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ne defirons pas I’équation entre x & y, les mémes formules trouvées
donnent une conftruétion commode, car en prenant une valetr
quelconque pour Z, par ou z fera en mc¢me tems determiné, on
trouvera les valeurs pour x » & yy, & elles determineront un point
de la Courbe. = On pourra auffi batir la deflus une Conftruétion
Geométrique, f{i 'on pofe une Courbe, dont les coordonnées foient
z & Z, & qui ait cette proprieté, qu’en faifant 2 negartif, 'autre Z
le devienne auffi; car la raifon entre dZ & dz fera definie par la tan-
gente de cette Courbe.

XXXVI. Pursque Z doit etre une telle fonéion de =z
qu'elle fe change en — Z, en mettant —2 2 la place de z, pofons

pour le cas le plus fimble Z —a 2; & celafera xx — ce (1—+-2)

a

g . oxx N oLrx
&yy = acc (1—2); dou 142z = T{_—&I—z_z—__r_f___
Donc yy — 2 aec —aexx, quieclt Pequation pour Pellipfe, Ia-

quelle Courbe fatisfait manifeftement a ce qui etoit demandé,

< 7
XXXII. Posons a prefent Z_—az , 7 etant un nombre

d Z

impair, afin que Z devienne fonction impaire de 2, > e fera —

anz’ & (1-22) dZ—~+Zzdz = (anz’ '—a (n-—l)zn+l)

7

dx=az  dz (n—(n—1) 22) &(14-2) dZ~Zd2 = a2" "4
ce (1—2)

H-—f(

(n—(n—1)z), desquels on trouve xx —
oz n—(n — 1) 22

)
Memoiresde [ Academie. Tom, 1. N S vy
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Ji=—1 ' M al2
mft‘(f“z)z (”"“T"'SH ;).,) ..D»:Jnn(:.:'r.!r_'y_’}l:."f4 (f-‘ﬂ)
n—(n—i)3z

& 9y =

(n——(r—1)z
(n—(n—1) 22)

2 i ) .
2) ; d'ou en rejertant 2 refulte une equation Algebri-

[ 4

que de plufieurs dimenfions. Que fi 'on pofe Z — =iy RN {era
__ecc(1—42) (1 —22) R gy vec(t—z2—4-222)%
T a(1~~222) Y = I—=222 '

On peut de la méme maniere fubffituer un nombre innombrable
de fonctions de 2 a la’place de Z, qui fourniront toujours des €qua-
tions pour les Courbes, qui fatisfont {a ce qui eft demandé; & je
nen ai point trouvé entrlelles, qui conduifit a une €juation plus
fimple entre & & y, quoiqu’eiles foient toutes faciles a conftruire.

".":"-' 1R L __|' :. ..‘." # =

- N F :
<A ; .
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